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Prefacio

Este texto ha sido editado en respuesta a la aparente falta de un libro de texto introductorio
al analisis cuantitativo y estadisticas accesible y moderno en castellano. Si bien fue concebido
como material de catedra para Metodologias cuantitativas materia que dicta el autor en la
Escuela de Humanidades de la Universidad Nacional San Martin, se adaptara facilmente a
cursos introductorios de estadisticas en general.

Segunda edicion

En la segunda edicién (2021) se corrigié algunos errores ortograficos y de estilo. Optamos por
actualizar los ejemplos para incorporar los paquetes del «tidyverse» ya que hemos observado
que su uso y adaptaciéon atentia la curva de aprendizaje para quienes usan R por primera vez
0 con escasos conocimientos previos.

Tercera edicion

En la tercera edicién (2023) se opt6 por actualizar el codigo fuente con el formato de Quarto
(Allaire 2022). Asimismo se actualizé algunos de los codigos de ejemplo para reflejar usos méas
acordes con la actualizacién de R a la version 4.1 y superiores.

Estructura del libro

Cada capitulo desarrolla un tema y/o concepto a ser tratado en clase y la secuencia corresponde
a un curso introductorio de estadisticos «clasico», por lo que conviene leerlos en orden. Sigue
el orden propuesto por Butler (1985).



Glosario

Uno de los objetivos de este trabajo es dotar al lector con las herramientas necesarios para
convertirse en un consumidor critico de textos que se valen de métodos cuantitativos y/o
estadisticas para su argumento. En vista de la enorme cantidad de material disponible en
inglés, sobre todo en el Aambito académico, el autor ha optado por incluir terminologia bilingiie
espanol-inglés. Esta eleccién obedece a un criterio practico. En cada capitulo encontraran un
glosario con los principales términos mencionados. Incluye traduccién a inglés y referencias a
R cuando sea relevante.

R y Rstudio

R es un lenguaje de programacion especializado para andlisis de datos. Es de fuente abierta
(Open Source) y uso gratuito. Rstudio es un editor de R que también de uso sin cargo. Ambas
herramientas estan disponibles en Internet y son de amplio uso tanto en el mundo académico
como la industria.

Se puede descargar e instalar R accediendo a esta URL: https://cran.r-project.org/mirrors.html.
Para Rstudio la URL es: https://www.rstudio.com/products/rstudio/download /#download.

Se recomienda siempre instalar R primero y luego Rstudio ya que este depende de aquel.

Ejemplos en R

A lo largo de este libro encontraran ejemplos practicos que pueden ejecutarse en R. El c6di-
go se diferenciard del resto del texto por su formato, como se puede apreciar en el ejemplo
siguiente:

1+1

(1] 2

Por convencién no se incluye el promt (p.e. “>”) de la consola de R, y los valores de retorno
son comentados con “##”, lo que corresponde al estandar para textos técnicos de esta indole.
También se puede hacer referencia a coédigo dentro del texto corrido con el mismo formato.
Por ejemplo: 1+1.



Edicion

Las primeras dos ediciones de este texto fueron editados con {bookdown} (Xie 2018), un
paquete de R (R Core Team 2022) que extiende las capacidades de {knitr} (Xie 2015) y R-
markdown (Allaire et al. 2019) para publicaciones més voluminosas. También hace uso de
los paquetes {tidyverse} (Wickham et al. 2019) y {bayestestR} (Makowski, Ben-Shachar, y
Liidecke 2019). Para la tercera edicién se opt6 por actualizarlo con {quarto} (Allaire 2022).

Licencia

El codigo fuente esta disponible en github y estda publicado bajo la licencia de «creative com-
mons».

Agradecimientos

Agradezco a mi colega Diego Forteza por su ayuda y apoyo en durante el proceso de redaccion
y a Cecilia Magadan por su correcciéon de estilo.

Debo expresar también profunda gratitud a Bow Street Destillery en Dublin, Irlanda; sin cuyos
productos este proyecto habria sin duda quedado inconcluso.
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1 Conceptos fundamentales

En este capitulo introducimos algunos conceptos fundamentales del andlisis cuantitativo y de
las estadisticas. Consideramos los conceptos de poblacién y muestra. Hacemos una brevisima
introduccién a la teoria de la probabilidad. Diferenciamos entre algunos de los usos importantes
de la estadistica: descriptiva e inferencial. Finalmente consideramos algunas maneras de
clasificar variables.

1.1 Poblaciones y muestras

En su uso diario usamos poblacion para designar un grupo de personas, por ejemplo la poblacion
del Gran Buenos Aires; o por lo menos de seres vivos como por ejemplo la poblacion de
ratas de la CABA. En estadisticas, en cambio, se usa el término de manera mas general
para significar cualquier recoleccién o conjunto de elementos, articulos o sujetos que gozan
de caracteristicas comunes con el fin de estudiarlos y de esta forma se sacar conclusiones
especificas para determinar sus resultados. Asi podemos hablar de la poblacién de sustantivos
en las obras de Jorge Luis Borges o de la poblaciéon de notas asignadas en los cursos a nivel
universitario.

Podemos distinguir entre poblaciones finitas e infinitas. La poblacién de motocicletas vendidas
en Buenos Aires en septiembre es finita. En cambio la poblacién de temperaturas medidas
en el Campus de San Martin es infinita, ya que, por lo menos teéricamente, podemos seguir
midiendo para siempre.

Cuando una poblaciéon finita no es demasiado grande podemos investigar la totalidad de ella.
Pero, si la poblacién es muy grande o potencialmente infinita tenemos que estar contentos con
muestras extraidas de esta poblaciéon. Por ejemplo: si queremos saber quién va a ganar las
préximas elecciones podriamos preguntar a todo aquel que tiene derecho al voto cémo piensa
votar para sacar el resultado. En la practica esta metodologia resultaria demasiado costosa, por
lo que hacemos una muestra representativa de votantes, les preguntamos y generalizamos.

Resulta evidente que hay que tener cuidado al seleccionar una muestra para andlisis. Los
métodos estadisticos, los que nos permiten generalizar e inferir, suponen que las muestras
estan tomadas de manera aleatoria o al azar. Esto no significa que la muestra sea arbitraria,
sino que cualquier unidad de la poblacién que estamos estudiando tiene la misma probabilidad
de ser seleccionada para hacer parte de la muestra.



() Poblacion

Figura 1.1: Poblacién y muestra.

1.1.1 Muestra aleatoria

Para tener una muestra verdaderamente aleatoria de una poblacion deberiamos asignar un
nimero u otro identificador inico a cada una de las unidades de la poblaciéon —a cada persona
si se trata de una poblacién humana— escribir cada nimero en un papel y echarlos en una
tombola. Luego de virarla por algin tiempo y mesclar bien los papeles, podriamos de alli
sacar la cantidad de papeles que corresponda al tamafio de nuestra muestra. Obviamente esto
no resulta muy practico por lo que se suele empezar con una secuencia de niimeros aleatorios
del tamafio de la muestra y extraer unidades de la poblaciéon basado en ello. Por ejemplo, si
quisiéramos sacar veinte libros al azar de un estante de la biblioteca que contiene doscientos
libros, necesitamos veinte ntimeros aleatorios entre uno y doscientos, y sacamos los libros que
desde algin punto de referencia (primer libro del primer nivel) estd a esa distancia.

Ahora, ;donde encontramos numeros aleatorios? Hay secuencias en libros de estadisticas,
usados principalmente antes de la existencia de computadoras. También se pueden generar
esas secuencias en linea. Finalmente, R tienen un generador de ntimeros aleatorios que nos
permite generar los de niimeros de nuestra muestra con un solo comando usando la funcién de
R sample.

Ejemplo 1.1 (Generar muestra en R).
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sample(x = 1:200, size = 20)

## [1] 166 46 42 179 188 143 126 135 102 93 72 193 13 107 198 100 88 67 33 99

Ac4 le estamos pidiendo a R que nos de una muestra aleatoria (sample ) de niimeros entre uno
y doscientos (x = 1:200), y que la muestra sea de veinte size = 20 ). Con estos nimeros
podemos ir al estante y sacar los libros que queremos estudiar.

Si corren este comando desde su consola de R los ntimeros deben salir diferentes, se hace una
muestra aleatoria cada vez.

Ejemplo 1.2 (Ordenar los datos). También es posible ordenar los nimeros, lo cual nos ahorra
un poco de tiempo al retirar los libros. Se logra con la funcién sort.

sort(
sample(x = 1:200, size = 20, replace = TRUE)
)
## [1] 29 35 38 41 54 74 75 79 85 92 103 112 114 120 127 153 173 185 187 188

1.1.2 Muestra cuasi-aleatoria

Otra estrategia que podria emplearse para sacar veinte libros al azar del estante que describimos
en la seccién anterior serfa decidir que vamos a sacar cada diez libros ya que % = 10. Este tipo
de muestra lleva el epiteto cuasi-aleatoria, y funciona bien si el orden original de la poblacién
es aleatorio. Sin embargo, hay que tener en cuenta que esta estrategia puede generar una
muestra no representativa si existe una estructura en ese orden. Tipicamente puede resultar
problemética si existe periodicidad en la poblaciéon que estamos analizando. Si, por ejemplo,
queremos tener una muestra de cuantos émnibus pasan delante de mi casa por dia seria mala
idea decir que vamos a contarlos cada siete dias. Si el dia que empezamos es un domingo
obtendremos seguramente una muestra con cantidades inferiores a la poblacién real (en este
caso definida como todos los émnibus que pasan por mi casa en un dia); y si empezamos a
contar un lunes las cantidades serian superiores.

1.2 Ejemplo en R: Generar una secuencia

Si bien sacar la secuencia para sacar cada diez libros resulta trivial, existe la manera que
hacerlo también con una funcién de R.
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seq( from = 10, to = 200 , by=10 )
## [1] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

La funcién seq (de secuencia), toma tres parametros, desde dénde empezamos (from=10),
hasta dénde queremos llegar (to=200), y con qué distancia (by=10).

Por lo pronto se vuelve mas til si estamos trabajando con niimeros menos redondos. Digamos
que queremos sacar cada siete libros de un estante que contiene cien empezando por el niimero
seis.

seq( from = 6, to = 100 , by = 7 )
## [1] 6 13 20 27 34 41 48 55 62 69 76 83 90 97

1.2.1 Muestra estratificada

Cuando conocemos algunos parametros de la poblacién que queremos estudiar también nos
podemos asegurar que nuestra muestra tenga pardmetros similares. Esta estrategia puede
resultar particularmente 0til si suponemos que este parametro puede tener alguna influencia
en otra variable cuya distribucién queremos conocer. Si por ejemplo suponemos que el sezxo
puede influir en la opinién de una persona sobre la ley del aborto podemos asegurarnos de que
nuestra muestra tiene una distribucién similar a la de la poblacién en general. Se sabe que
hay més o menos mitad y mitad! en la poblacién general por lo que convendria que nuestra
muestra tenga la misma distribucién. Asi podemos sacar, para una muestra de veinte, diez
hombres y diez mujeres al azar?’. Lo mismo se puede aplicar a otras variables, por ejemplo,
clase social, pais de origen etcétera.

1.3 Representatividad

Es importante entender que ninguna de las estrategias descritas en la seccién anterior nos
garantiza que la muestra que sacamos sea representativa de la poblacién, con lo cual no esta
garantizado que una generalizacion basada en esa muestra sea valida. Lo que si se puede
calcular es la probabilidad de que la muestra sea representativa. Es decir, podemos tener una
estimacién de en qué medida la muestra representa la poblacion.

Para profundizar un poco este concepto vamos a hacer un breve desvio y desarrollar un poco
de teoria de la probabilidad por medio de un ejemplo sumamente sencillo. Digamos que

'En realidad 51 y 49%

2En este ejemplo hemos usado sexo como la variable biolégica es decir ausencia o presencia de un cronozoma
Y. Si queremos en cambio usar género obviamente también podemos incluir més categorias que las clasicas
masculino y femenino si lo consideramos conveniente.
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queremos hacer una muestra aleatoria de la poblacién en Argentina. Vamos a seleccionar
al azar a tan solo tres personas para nuestra muestra. Ya que sabemos que hay la misma
cantidad de hombres y mujeres la probabilidad de que el/la primero/a que elijamos sea hombre
es 0,53, lo cual también es la probabilidad de que sea mujer. Ahora, cuando seleccionamos
el/la segundo/a y tercero/a las probabilidad son las mismas en todos los casos. Las leyes de
probabilidad indican que la probabilidad de que dos o méas eventos independientes sucedan es
el producto de sus probabilidades individuales. Entonces, cual es la probabilidad de que los
tres miembros de la muestra sean mujeres?

0,5% 0,5 x0,5=0,125

Resulta evidente que lo mismo sucede si queremos calcular la probabilidad de que todos sean
hombres.

Ahora, bien jcudl seria la probabilidad de que sean dos mujeres y un hombre?

Hay tres maneras que esto pueda suceder:

Cuadro 1.1: Combinaciones posibles.{#tbl-compinaciones-posibles}

Primero/a Segundo/a  Tercero/a

Masculino  Femenino  Femenino
Femenino Masculino Femenino
Femenino  Femenino Masculino

Cada una de estas posibilidades tienen la misma probabilidad y como el orden en el que fueron
elegidos no es relevante para la muestra, podemos sumar las probabilidades para obtener la
probabilidad total:

(0,5 % 0,5 x 0,5) + (0,5 x 0,5 x 0,5) + (0,5 x 0,5 x 0,5) = 0,375

Loégicamente lo mismo ocurre con el caso de dos hombres y una mujer. Entonces tenemos
cuatro posibilidades con distintas probabilidades:

Cuadro 1.2: Probabilidades de las combinaciones.

Muestra Probabilidad
Tres mujeres 0,125
Dos mujeres 4+ un hombre 0,375
Dos hombres + una mujer 0,375
Tres hombres 0,125

3En estadisticas las probabilidades suelen expresarse por decimales, es decir: 0,5; en lugar de porcentajes: 50%
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Observamos que las probabilidades suman 1, lo cual es mateméaticamente inevitable.

Esta claro que una muestra de tan solo tres personas nunca puede ser representativa de la
poblacion, sin embargo vemos que la medida en que son poco representativas varia. Cualquiera
de las muestras de 241 seria mds representativa que las de un solo sexo, y vemos que también
son probables.

Este ejemplo es extensible a muestras mas grandes con célculos similares. Se desarrollard en
mas detalle en capitulos posteriores, pero para tener un ejemplo un tanto mas real imaginemos
que hemos decidido realizar una muestra de diez personas de la misma poblacién (que tiene
un 50 y 50 de hombres y mujeres).

Cuadro 1.3: Probabilidades de las combinaciones de una muestra de diez.

Hombres Mujeres Probabilidad

0 10 0,001
1 9 0,010
2 8 0,044
3 7 0,117
4 6 0,205
5 5 0,246
6 4 0,205
7 3 0,117
8 2 0,044
9 1 0,010
10 0 0,001

Obtendriamos los resultados de la tabla Tabla 1.3) y observamos que hay aproximadamente
un 0,9 de probabilidad (90%) de obtener una muestra no peor que 7-3. También no es de sor-
prenderse que mientras mas grande sea la muestra mas probable es que sea representativa®.

1.4 Estadisticas descriptivas e inferenciales

Entre los varios usos de las estadisticas este texto tratard de dos de los mas importantes. Uno es
el descriptivo que consiste en describir cuantitativamente un conjunto de datos y eventualmente
generalizar este analisis a una poblaciéon. Otro es el de inferir propiedades y diferencias entre
variables.

1Si se lleva este argumento al extremo: si el tamafio de la muestra fuera igual al tamafio de la poblacién, la
muestra seria perfectamente representativa.
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Vamos a desarrollar estas distinciones por medio de un ejemplo®. Supongamos que hemos hecho
dos muestras aleatorias de las notas del examen final de dos cursos de la materia Métodos
cuantitativos, uno dictado exclusivamente como curso tedrico y el otro como curso tedrico-
practico.

Las notas son: Curso A (teérico-préctico):

15, 12, 11, 18, 15, 15,9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16,17, 15, 17, 13, 14, 13,
15, 17, 19, 17, 18, 16 y 14.

Y para el Curso B (tedrico):

11, 16, 14, 18,6,8,9, 14, 12, 12, 10, 15, 12,9, 13, 16, 17, 12,8,7, 15,5, 14, 13, 13, 12,
11,13,11y 7

FEl examen fue idéntico para ambos grupos y se podia obtener un maximo de veinte.

#| include: false

myData <- data.frame(
classA = c(15, 12, 11, 18, 15, 15,9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16,17, 15, 17,
classB = c(11, 16, 14, 18,6,8,9, 14, 12, 12, 10, 15, 12,9, 13, 16, 17, 12,8,7, 15,5, 14,
)

saveRDS (myData,file = here::here("data","comparative_two_courses.RDS"))

Antes de sacar conclusiones sobre estos datos deberiamos resumirlos. Podemos construir, por
ejemplo, una tabla que muestra la frecuencia de cada nota en cada curso. Esto se llama tabla de
frecuencias. También nos gustaria saber cudl es la nota mas tipica, la nota promedio y cuanto
varian las notas respecto a éste. Estas son estadisticas descriptivas, y los desarrollaremos en
los capitulos dos y tres de este texto.

Pero seguramente también quisiéramos saber con qué nivel de confianza podemos generalizar
estos datos a similares grupos de datos usando métodos similares a los mencionados. Nos gus-
taria saber en qué medida las dos muestras que tenemos son representativas de sus respectivas
poblaciones de estudiantes tomando cursos similares. Este tipo de estimaciones se verd en
detalle en el capitulo cinco.

Ademaés quisiéramos saber si podemos afirmar que alguno de los dos grupos estuvo mejor
que el otro en el examen final. Podriamos postular, por ejemplo, que el grupo que recibié el
curso tedrico-practico deberia sacar mejores notas en promedio que el otro. Para ello hay que
construir un test de la hipétesis y someter nuestros datos a este test.

Tanto la tarea de estimacién como el test de hipétesis comprenden la inferencia de relaciones
a partir de medidas descriptivas y juntos constituyen el area de estadisticas inferenciales.

5Adaptado de Butler (1985)
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Finalmente, podriamos juntar mas datos para determinar si existe en cualquiera de los dos
cursos algin sub-grupo cuyas caracteristicas se relacionan con un resultado especifico. Con
esta informacién estarfamos en condiciones de predecir las notas de los estudiantes en futuras
cursadas de los cursos en cuestion.

1.5 Variables y su clasificacién

En estadisticas trabajamos esencialmente con cantidades wvariables. En estadistica definimos
variable como: Una caracteristica medida u observada al hacer un experimento u observacién.
Si, por ejemplo, estamos investigando el clima en Buenos Aires, podemos hacer medidas de
temperatura, humedad, direccién e intensidad del viento etcétera.

Las variables pueden ser clasificadas de diferentes maneras:

Por su relacion con otras variables

En la mayoria de investigaciones cuantitativas variamos una o méas conjuntos de condiciones y
medimos los efectos sobre una o mas propiedades que son de nuestro interés. Las condiciones
que cambiamos nosotros se denominan variables independientes® y los cuya respuesta a las
condiciones cambiantes medimos se llaman wvariables dependientes.

Por su nivel de medicion

Cuando hacemos una medicién o observacion o «recogemos un dato» debemos fijarnos en
su nivel de medicion, también llamado escala de mediciéon. Distinguimos cuatro niveles o
escalas:

Nivel nominal

Cuando un dato identifica una etiqueta (o el nombre de un atributo) de un elemento, se
considera que la escala de medicion es una escala nominal. En esta carecen de sentido el orden
de las etiquetas, asi como la comparacion y las operaciones aritméticas. La tnica finalidad de
este tipo de datos es clasificar a las observaciones. Ejemplo:

Una variable que indica si el visitante de este post es «khombre» o «mujer».

En esta variable se tienen dos etiquetas para clasificar a los visitantes. El orden carece de
sentido, asi como la comparaciéon u operaciones aritméticas.

6También se conocen como predictores o variables experimentales
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Nivel ordinal

Cuando los datos muestran las propiedades de los datos nominales, pero ademas tiene sentido
el orden (o jerarquia) de estos, se dice que se mide en escala ordinal. Ejemplo:

Una variable que mide la calidad del café en la cafeteria de la universidad. Le
podemos asignar de uno a cinco estrellas.

En esta variable sigue sin tener sentido las operaciones aritméticas, pero ahora si tiene sentido
el orden. Cuatro estrellas es mejor que dos.

Nivel de intervalo

En una escala de intervalo, los datos tienen las propiedades de los datos ordinales, pero a su
vez la separaciéon entre las variables tiene sentido. Este tipo de datos siempre es numérico, y
el valor cero no indica la ausencia de la propiedad. Por ejemplo: La temperatura (en grados
centigrados) medida de una ciudad, puede ser cero sin que tenga sentido decir que «no hay
temperaturay.

FEn este nivel de medicién, los niimero mayores corresponden a temperaturas mayores. Es decir,
el orden importa, pero a la vez la diferencias entre las temperaturas importa. La diferencia
entre 10 grados y veinte grados es igual que la diferencia entre 20 y 30. El nivel de medida de
intervalo también se conoce como el nivel intervalar.

Nivel de razén

En una escala de razén —también llamado de ratio o racional, los datos tienen todas las
propiedades de los datos de intervalo, y la proporcion entre ellos tiene sentido. Para esto se
requiere que el valor cero de la escala indique la ausencia de la propiedad a medir. Ejemplos
de este tipo de variables son el peso de una persona a el tiempo utilizado para una tarea
y el salario de una persona. Si una persona gana 100, y otra 10, la primera gana mas que
la segunda (comparacién). También tiene sentido decir que la primera gana 90 més que la
segunda (diferencia), o que gana 10 veces mas (proporcién).

Por su precision

Cuando hablamos de precision en matematicas y estadisticas nos referimos al numero de
decimales que tiene una variable. Esto es distinto de exactitud que significaria la medida en
que la medicién, o prediccién corresponde a la realidad. 1,000 (uno coma cero cero cero), tiene
més precisién que 1 (uno) si bien miden la misma cantidad. Esto lleva a la distincién que
hacemos entre variables discretasy continuas. Las discretas por su naturaleza tienen precisién
cero (no lleva decimales) y las continuas pueden tener la cantidad de decimales que queramos.
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Para ilustrar la diferencia consideramos dos variables: edad y numero de hijos. En cuanto a la
edad se puede tener diez afios, diez afios y medio o si queremos agregar mas precision: 20,45
anos. En cambio numero de hijos es una variable discreta. Se puede tener cero, uno o mas,
pero no se puede tener 1,45 hijo.

Por su naturaleza vemos que las variables de escala nominal y ordinal son siempre discretas.
Las de escala de intervalo y de escala de razén, en cambio pueden ser tanto discretas como
continuas.

La mayoria de variables de interés en las ciencias duras se miden por escala de razén o de
intervalo, mientras las escalas ordinal y nominal son més importantes en ciencias humanas.
El nivel de mediciéon de una variable es de suma importancia cuando decidimos qué medidas
de tendencia central, variabilidad y dispersién elegimos para nuestro andlisis, y qué test de
hipétesis son adecuados. Es un error muy comin entre investigadores, particularmente en las
ciencias sociales, asumir una escala superior a lo teéricamente sostenible.

1.6 Glosario

Aleatorio/a Al azar. También son de uso frecuente los anglicismos «randomy y «randémica.
Funcién relevante en R: rdunif. Equivalente en inglés: «Randomp».

Histograma Visualizacién de frecuencia de observaciones de una variable. Funcién relevante
en R: hist. Equivalente en inglés: «Histogram».

Muestra aleatoria Muestra en la que todos los elementos de la poblacién tienen igual probabi-
lidad de ser eligidos. Funcién relevante en R: sample. Equivalente en inglés: « Random
sampling».

Muestra cuasialeatoria Muestra en la que cada n niimero de los los elementos de la poblacién
van a ser eligidos. Equivalente en inglés: «Cuasi-Random samplingy.

Muestra estadistica Subconjunto de una poblaciéon estadistica Funcion relevante en R:
sample. Equivalente en inglés: «Sampley.

Muestra estratificada Muestra que conserva las proporciones conocidas de la poblacion esta-
distica Equivalente en inglés: «Stratified sample.

Muestreo estadistico El hecho de generar una muestra. Funcién relevante en R: sample.
Equivalente en inglés: «Sampling».

Nivel de Medida Uno de los cuatro niveles jerarquicamente definidos: Nominal, ordinal, in-
tervalar y racional Equivalente en inglés: «Level of measurementy.

Parametro estadistico Numero que resume una characteristica de la poblacién estadistica.
Equivalente en inglés: «Parameter».

Poblacion estadistica El conjunto de individuos, objetos o fenémenos de los cuales se desea
estudiar una o varias caracteristicas. Equivalente en inglés: «Population».

Variable Characteristica que puede tener diferentes valores. Equivalente en inglés: «Variabley.

18



2 Distribuciones de frecuencias

En este capitulo desarrollaremos el concepto de distribucion estadistica. Seguiremos desarro-
llando el ejemplo de notas de los examenes finales de dos grupos de estudiantes e introduciremos
otros ejemplos. Exploraremos el concepto de frecuencia de observaciones, como visualizarlos
y estimar sus algunas de sus caracteristicas.

2.1 Explorando los datos

Recordemos las muestras de exdmenes finales que vimos en el capitulo anterior.
Grupo A (tedrico-practico):

15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14, 13,
15,17, 19, 17, 18, 16 y 14

Grupo B (tedrico):

11, 16, 14, 18, 6, 8, 9, 14, 12, 12, 10, 15, 12, 9, 13, 16, 17, 12, 8, 7, 15, 5, 14, 13, 13,
12,11,13,11y 7

A simple vista no es tan facil darse cuenta «qué pasa» con estos datos. Podemos por lo pronto
darnos cuenta de que el grupo B tiene méas notas de un solo digito, pero mas alld no resulta
obvio como les fue en los distintos grupos.

2.2 Tablas de frecuencias

Para darnos cuenta mejor de las estructuras que estamos analizando podemos construir una
tabla de frecuencias, que en este caso es un resumen de cuantos alumnos sacaron cudal nota de
las posibles (sobre veinte).

Cuadro 2.1: Frecuencia de notas por grupo

Nota Grupo A Grupo B

1 1 2
2 2 3
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Ahora podemos hacer algunas observaciones adicionales. Se nota que el rango (distancia
entre el menor y el mayor valor del conjunto) es mas amplio en el grupo B que en el grupo
A. Posiblemente también nos damos cuenta que el valor mas frecuente del grupo A (15) es
superior al mds frecuente del grupo B (12).

2.3 Tabla de frecuencias en R

Si bien es posible hacer una tabla de frecuencias a mano, simplemente contando las observa-
ciones en cada categoria y anotando el resultado en orden, también tenemos funciones en R
para el propésito.

table(
c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14,

#>
#> 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19
# 1 2 2 3 4 6 3 4 3 2

En este ejemplo estamos usando dos funciones, una dentro de otra. La funcién c, le pide a R
que arme un conjunto de datos, y los datos que queremos usar van entre paréntesis y separados
por coma. Esto, a su vez, lo estamos haciendo dentro de la funcién table que genera una
tabla de frecuencias.

20



También es posible darle un nombre a los datos a usar o «asignarlos a una variable», lo cual
puede ser til cuando se quiere reutilizar. Esto se hace de la siguiente manera:

x <= c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13,

Con esto podemos usar x como alias para los datos que le asignamos. Entonces:

table(x)

#> x
#> 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19
# 1 2 2 3 4 6 3 4 3 2

nos da el mismo resultado.

Por lo general se recomienda usar nombres de variables que tengan algin sentido, en lugar
de usar genéricos como x, y, z 0 a, b, ¢c. En R las variables pueden tener multiples caracteres
(pero no espacios), por lo que podriamos ingresar:

grupo.A <- c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17

y nos daria el resultado deseado:

table(grupo.A)

#> grupo.A
#> 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19
# 1 2 2 3 4 6 3 4 3 2

2.4 Histogramas

Para seguir explorando las tablas que hemos creado en la secciéon anterior se pueden visualizar
con un histograma. El histograma resume los datos dentro de algunos rangos, por ejemplo 8-9,
10-11, 12-13 etcétera, y se cuenta el niimero de observaciones dentro de cada rango.

Para nuestros datos obtenemos:
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Comparando estos dos diagramas nos damos cuenta de que la estructura de los datos son
disimilares. En el grupo A las notas se centran alrededor de quince, en cambio para el grupo
B la concentraciéon esté en el rango diez-catorce, con un pico menor alrededor de siete.

Ejemplo 2.1 (Histograma en R). Hacer un histograma con R es bastante sencillo. Usamos
la funcién hist, de histograma y los datos que queremos visualizar. Si lo asignamos a una
variable, como lo vimos en la parte de las tablas (con table).
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grupo.A <- c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17
hist(grupo.A)

Histogram of grupo.A
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La funcién hist tiene muchas opciones adicionales. Para conocerlas se puede ingresar Thist
(signo de interrogaciéon y «hist») en la consola de R y aparecera la descripcion completa de
ellas. Lo mismo es cierto para cualquier funcién de R. El mismo resultado se obtiene usando
la funcién help(hist).

Ejemplo 2.2 (Histograma en ggplot). Usando los paquetes de tidyverse podemos generar un
histograma con el packete ggplot2. Se carga por default junto con muchos otros paquetes. A
diferencia del ejemplo anterior la funcion espera un data.frame como argumento. Para generar
un histograma con los mismos datos debemos entonces proceder con crear una estructura de
data.frame primero y luego proceder.

my_data <- data.frame(

grupo.A = c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 1
)

Noétese que usamos el operador = dentro de la definicién del data.frame. Luego cargamos las
funciones de tidyverse y procedemos a construir nuestro grafico.
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library(tidyverse) # Carga todos los paquetes, incluso ggplot2
ggplot (my_data, aes(x=grupo.A)) +
geom_histogram()
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grupo.A

vemos que si bien los datos son los mismos las columnas parecen separados. Esto se debe a
que por defecto el geom_histogram distribuye los datos en 30 columnas, lo cual es demasiado
para el caso que tenemos. Podemos arreglar esto agregando otro pardmetro a la funcién asi:

ggplot (my_data, aes(x=grupo.A)) +
geom_histogram(binwidth = 1)
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count

10.0 12,5 15.0 175 20.C
grupo.A

en este caso hemos especificado que el ancho de cada columna sea de 1, con lo cual se visualizan
mejor estos datos.

2.4.0.0.1 Agregando un poco de color

Podemos también manipular los colores de las columnas con algunos parametros mas:

ggplot (my_data, aes(x=grupo.A)) +
geom_histogram(binwidth = 1, fill="white", color='red')
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El operador «pipen

El uso de %>% es muy frecuente cuando uno trabaja con el tidyverse.

Desde R 4.0 existe también el «pipe nativo» |> que generalmente cumple la misma
funcién.

2.5 Poligono de frecuencias

Los datos también de pueden visualizar con un poligono de frecuencias. En este tipo de
visualizacién ponemos un punto en la interseccién de la nota (eje horizontal) y la frecuencia
(eje vertical) y trazamos una linea entre los puntos. Una de las ventajas de este tipo de
visualizacion es que facilita la comparacién entre varias distribuciones ya que los podemos
desplegar en un mismo diagrama.

Apreciamos con maés precisién los valores més tipicos y diferencias entre los dos grupos. Tam-
bién podemos ver que la parte inferior de la escala de notas esta sin uso, caracteristica que
comparten ambos grupos. :::{exm-otro-ejemplo}
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Figura 2.1: Poligono de frecuencias de notas obtenidas por dos grupos de estudiantes

2.6 Otro ejemplo

En este ejemplo vamos a considerar un libro de la literatura roméantica: «Persuasion» escrito
por Jane Austen [Austen (1817)]'. Vamos a visualizar el nimero de caracteres por palabra en
el texto. Obtenemos:

A diferencia de la distribucién de notas, vemos acd que encontramos observaciones a lo largo
del rango de uno a dieciséis, con la concentraciéon de valores alrededor de tres. Esto tiene su
interpretacion bastante intuitiva ya que el uso de palabras cortas, como son articulos, preposi-
ciones y conjunciones abundan en cualquier texto y las palabras muy largas son de uso menos
frecuente. Resulta logico suponer que encontrariamos un perfil similar en cualquier texto de
cierta longitud.

2.7 Perfil de la distribucion

Las distribuciones de notas que vimos en las secciones anteriores tienen relativamente pocos
datos, por lo que siempre van a parecer algo irregulares. Si tenemos muchos datos, sobre todo
si con se escala de mediciéon continua, podemos imaginarnos que en lugar de trazar una linea

1El texto estd disponible online y en el paquete de R «tidytext» (Silge y Robinson 2016)
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Figura 2.2: Poligono de frecuencias del largo de palabras en un texto de Austin

llegamos a trazar mas bien una curva entre los puntos. Esto nos permite hacer una abstraccién
de las distribuciones y hablar de distribuciones tedricas. La mas conocida de ellas sin duda es
la distribucion normal, también llamada de Gauss o gaussiana.

Vamos a desarrollar el tema de la distribucién normal con més detalle en el capitulo 4. Por
ahora simplemente vamos a considerar si los datos de nuestras muestras se asemejan a ésta o
si tiene otro perfil.

2.7.1 Asimetria o Sesgo

Cuando una distribucién se inclina en una direccién u otra decimos, es decir que no es simétrica,
se dice que tiene un sesgo o que es asimétrica. Se habla de sesgo negativo y sesgo positivo
(también: asimetria positiva/negativa 'y a la izquierda/derecha todos equivalentes). Es positivo
0 negativo segin en qué direccién tiene su cola larga.

Vemos que nuestras distribuciones de notas corresponden a una distribucién de sesgo negativo,
ya que hay menos notas en la parte inferior de la escala que en la parte superior. En cambio,
la distribuciéon de numero de caracteres en el texto de Austen tiene sesgo positivo.

Noétese también que la si bien la escala vertical de los dos graficos son de muy diferente
magnitud, la maxima frecuencia es veinte mil (20.000) y seis (6) respectivamente, podemos
comparar las dos distribuciones.
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Figura 2.4: Distribuciones normal y sesgadas

29



Largo de palabras Notas

20000 8

15000 6
© ©
[&] [&]
C C

8 10000 e,
(&] (&]
o o
L L

5000 2

0 0

4 8 12 16 0 5 10 15 20
NUmero de caracteres Nota

Figura 2.5: Poligonos de frecuencias

2.8 Glosario

Asimetria El hecho de que una distribuciéon no sea simétrica. Equivalente en inglés: «Skew».

Distribuciéon normal Distribucién tedrica de una variable. Es simétrica y con forma de cam-
pana. Equivalente en inglés: «Normal distribution».

Histograma Visualizacion de frecuencia agrupadas de observaciones de una variable. Funcién
relevante en R: hist. Equivalente en inglés: «Histogrampy.

Poligono de frecuencias Visualizacién de frecuencias de observaciones de una variable. Equi-
valente en inglés: «Frequency poligon».

Segso El hecho de que una distribuciéon no sea simétrica. Equivalente en inglés: «Skew».

Table de frecuencias Tabla que resume las frecuencias de las observaciones de una variable.
Funcion relevante en R: table. Equivalente en inglés: «Frequency tabley.
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3 Centralizacion y dispersion

En el capitulo 2 vimos que resumir los datos y generar visualizaciones nos permite enten-
der mejor la estructura y algunas propiedades de un conjunto de datos, como son sus vales
més frecuentes y rango de observaciones. En este capitulo desarrollaremos algunas medidas
cuantitativas mas precisas de estas propiedades. Especificamente desarrollaremos medidas de
centralizacién o tendencia central y dispersion.

3.1 Centralizacion

La centralizacion o tendencia central de un conjunto de datos es uno o un niimero reducido de
valores que representan todo el conjunto.

Existen tres medidas de centralizacién: la media, la mediana y la moda. A continuacién las
vamos a definir y ver cémo se calculan y luego vamos a considerar cudndo se debe usar cada
una de ellas.

3.1.1 La media

La media es seguramente la medida de centralizacién de uso més frecuente '. Se conoce
también como el promedio y, més técnicamente, la media aritmética. La media se obtiene por
la suma de las observaciones dividido por el nimero de observaciones. Por ejemplo si queremos
sacar el promedio de seis observaciones de una variable: 15, 12, 11, 18, 15 y 15; tenemos:

15+12+11+18+ 15+ 15 86
tle Jﬁr Tl =2 = 14,33 (3.1)

En el caso de nuestra muestra de notas para de capitulos anteriores tenemos:

1B+124+114+18+15+15+9+19+14+134+11+12+18+15+16+14+16 + 17+ 15+ 17+ 13 + 14 +

30
(3.2)

1y por ende de més uso incorrecto
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Ya con el cémputo en Ecuacién 3.2 nos damos cuenta de que si bien es posible hacer estos
calculos a mano puede resultar bastante engorroso. Ademas con tantos niimeros dando vuelta
sube la probabilidad de un error de tipeo y con lo cual sacariamos un resultado incorrecto.

Ejemplo 3.1 (La media). Por suerte es bastante sencillo sacar la media con R. Para los dos
ejemplos anteriores tenemos:

x = c(15, 12, 11, 18, 15 , 15)
mean (x)

#> [1] 14.33333

notas = c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18,
15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14, 13, 15, 17, 19,
17, 18, 16, 14)

mean (notas)

#> [1] 14.93333

Notacion matematica
En textos de matematica y estadistica se usa con frecuencia llaves para significar un conjunto,
de modo que los datos del primer conjunto se expresaria asi: x = {15, 12, 11, 18, 15, 15}.

Una notacién compacta para significar la suma de las observaciones en una variable es X: la
letra griega sigma, en mayuscula.

Para significar el nimero de observaciones de usa N, de ntimero.
Asi se puede definir la media de manera compacta asi:

Yx
N

También se usa una barra vertical sobre el nombre de la variable para significar la media (o
promedio aritmético): por ejemplo:
x =14,33
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Entonces en general tenemos:

Definicién 3.1 (La media).
_ Xz
r=—
N
que se podria leer: «la media de equis es igual a la suma de las observaciones de equis sobre
el niimero de observacionesy.

3.1.2 La mediana

Otra medida de centralizacion es la mediana (también: valor mediano). Para obtenerla pone-
mos nuestros datos en orden ascendiente y sacamos el valor que estd justo en la mitad. Por
ejemplo: si queremos sacar la mediana de {15, 12, 11, 18, 15, 15, 9}, primero los ordenamos:
{9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18}. Vemos que hay siete observaciones con lo cual la mediana es la
observacion que esta en cuarta posicién, es decir que la mediana de estos datos es 15. Si el
conjunto de datos tiene un niimero par de observaciones, no va a haber una observaciéon justo
en el medio. En ese caso se toman los dos valores del medio, se los suma y se divide por dos.
Por ejemplo: {8, 8, 9, 11, 12, 15, 15 ,15}. Acd tenemos ocho observaciones (ya ordenados)

tomamos los dos valores de la posicién cuarta y quinta, los sumamos y dividimos por dos:

11412
U412 — 11,5,

Notacion matematica

El valor mediano, o la mediana, se denota en notacién matematica con una tilde como la que
se usa en la letra 11 en espanol. Al igual que la barra para la media, se coloca por encima de
la variable, asi:

&1

Ejemplo 3.2 (La mediana).
Podemos sacar la mediana de forma sencilla con R con la funcién median.

x = c(9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18)

median(x)

#> [1] 15
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x =c(8, 8, 9, 11, 12, 15, 15 ,15)
median (x)

#> [1] 11.5

3.1.3 La moda

La moda es la observacién mas frecuente del conjunto. Por ejemplo: {9, 11, 12, 15, 15,15, 18}.
El valor 15 es la moda de estos datos.

A diferencia de las otras medidas de centralidad la moda no necesariamente es un valor unico.
Si tuviéramos por ejemplo: {2, 4, 5, 7,7, 7,9, 11, 12, 15, 15, 15, 18} hay dos valores con la
misma frecuencia maxima. Tanto 7 como 15 aparecen tres veces. En este caso hay dos modas
y hablamos de una distribucién bimodal.

Vemos un ejemplo en el grafico que sigue.

Ejemplo de distribucion bimodal
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3.1.4 ;Cuadl usar?

La seleccién de una medida de centralizaciéon depende de varios factores:

1. La escala de medicién de la variable (nominal, ordinal, de intervalo o de razén)
2. La forma de la distribucién - si hay sesgo o no
3. Para qué vamos a usar la medida.
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La media deberia usarse solo para variables de escala de intervalo o de razén. Si los datos
son ordenables, pero sin que se pueda hablar de distancias reales entre los datos la mediana
es mas apropiada. Y en los casos donde ni esto es posible la moda puede ser la inica medida
disponible. Por ejemplo: si decimos que Italia es un pais catélico estamos expresando la moda
de la variable nominal «religiény, y si decimos que Alemania es un pais catélico y protestante
estamos expresando una distribucién bimodal de la misma variable. Podemos observar en el
grafico que en realidad se podria hablar incluso de una distribucién trimodal.

30 40

20

10

)

0
I

Catolico Irreligion Islam Otros

Fuente: Wikipedia

Figura 3.1: Religién en Alemania

En cuanto a la forma de la distribuciéon se favorece la mediana por sobre la media si la
distribucién es muy sesgada. Esto ocurre sobre todo si hay valores extremos o atipicos. Por
ejemplo si tenemos los datos: {15, 12, 11, 18, 15, 15, 200} estd claro que si calculamos la
media el valor extremo (200) va influir mucho més que cualquier otra observacién. En este
caso la media es 40,85 y el mediano 15. El primer valor (40,85) no es muy representativo de
la muestra ya que no corresponde a ninguna observacion y esta lejos de cualquiera de ellas. El
mediano, en cambio, puede resultar una mejor medida en este caso.

Para darnos cuenta de cudl de las medidas puede ser la mas adecuada si tenemos datos por
lo menos numéricos podemos sacar las tres medidas y ver qué tanto de asemejan unas a otras.
Hay que tener en mente que cualquier distribucion de datos reales va a tener un sesgo, la
distribucién perfectamente normal solo existe en teoria. Entonces debemos fijarnos si el sesgo
que tenemos justifica el uso de una medida en especifica. Por ejemplo, para nuestros datos de
notas de dos grupos tenemos:

e Grupo A
— Media: 14,93
— Mediana: 15
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Figura 3.2: Medidas de centralizaciéon en una distribucién con sesgo positivo

— Moda: 15
e Grupo B:
— Media: 11,76

— Mediana: 12

— Moda: 12

Vemos que hay muy poca diferencia entre las tres medidas por lo cual vamos a concluir que el
sesgo observado no es lo suficientemente fuerte como para justificar el uso de otra medida que
la media.

3.2 Medidas de dispersion

En la seccién anterior desarrollamos varias medidas de centralizaciéon y cudl eligir para des-
cribir el valor «mas tipico» de los datos. Cuando calculamos medidas de dispersién estamos
contestando la pregunta: ;cuan tipico es este valor?

Cuando tratamos con variables nominales, como el ejemplo de religién en Alemania de la
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seccién anterior, lo mejor que podemos hacer el indicar la proporcién o porcentaje?, pero si los
datos son de alguna escala ya numérica tenemos algunas posibilidades que nos permiten més
exactitud.

3.2.1 Rango o amplitud

El rango de un conjunto de datos son dos ntimeros: el valor minimo y el valor maximo. Por
ejemplo el conjunto de datos {9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18} tiene un rango 9 a 18; y el conjunto
{2,4,5,7,7,7,9,11, 12, 15, 15 ,15, 18} tiene un rango de 2 a 18.

En castellano se usa con alguna frecuencia también el término amplitud como equivalente a
rango.

Para sacar el rango de un conjunto de datos en R podemos usar la funcién range. Asi:

x=c(2, 4, 5, 7,7, 7,9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18)
range (x)

#> [1]1 2 18

3.2.2 El rango intercuartilico

Otra medida de dispersién que tenemos a disposicién es el rango intercuartilico o rango in-
tercuartil. Para calcularlo dividimos las observaciones en cuatro partes iguales y sacamos los
valores de cada corte. Esto nos da cinco valores®, le los cuales el rango intercuartilico es la
diferencia entre el segundo y el cuarto. Este seria el rango de las observaciones del 50% de los
datos que se encuentran mas cerca la mediana del mismo.

El rango intercuartilico da una idea de la dispersién de los datos y es por su naturaleza menos
sensitivo a valores extremos.

Ejemplo 3.3 (Sacar el rango intercuartilico en R). Para sacar en rango intercuartilico pode-
mos usar la funcién quantiles. Por defecto divide la distribucién en cuartiles.

x =c(2, 4, 5, 7,7, 7,9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18)
quantile(x)

2Las dos medidas son equivalentes ya que: 0,1 = 10%; 0,5 = 50% etcétera. En estadistica y matemadtica se
prefiere generalmente la expresién de proporcién porque facilita ciertas operaciones aritméticas.
3Tres cortes mas los valores extremos minimo y méaximo
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Rango intercuartilico

Rango

Primer cuartil Segundo cuartil Tercer cuartil Cuarto cuartil

0% 25% 50% 75% 100%

Figura 3.3: Cuartiles y rangos

#> 0% 25} 50% 75% 100%
#> 2 7 9 15 18

Vemos que en este caso el rango intercuartil es 7 y 15, que da una amplitud de 8 ya que
15—-7=8.

3.2.3 La varianza y desviacion estandar

La medida de dispersiéon mas usada en estadistica es la desviacion estdndar, también conocida
como desviacion tipica. Esta medida tiene una relacién matemética muy estrecha con la
varianza que tiene usos menos frecuentes. Ambas medidas tienen propiedades que los hacen
utiles para otras técnicas estadisticas.

Para calcular la desviacién estandar debemos primero calcular la varianza. Para ello tomamos
la diferencia de cada observacion de la media. Recordemos que la media se expresa con = (equis
con barra). Entonces la diferencia entre una observacion de x y la media es x — z. Luego los
llevamos al cuadrado (z — z)? los sumamos y dividimos por el niimero total de observaciones.
Para expresarlo usamos la notaciéon que ya vimos. Entonces ¥ es «la suma de» y N es «el
total de las observacionesy». Juntando todo tenemos:

Definicién 3.2 (Varianza).

Y(x —1)?
N

varianza =

Ahora para sacar la desviacién estdndar tomamos la raiz cuadrada de la varianza. La desviacion
estandar de la poblacién se representa por la letra griega o que es sigma pero en mintscula.
Entonces tenemos:
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Definicién 3.3 (Desviacion estandar de la poblacién).

Y(x—x)?
N

o =

Si estamos trabajando con una muestra en lugar de la poblacién completa, que es el caso mas
comun cuando trabajamos con estadisticas se usa la letra «s». También se hace un ajuste en el
denominador de la férmula ya que se ha comprobado que sin el ajuste la medida puede resultar
sesgada si la muestra tiene pocas observaciones. La formula para una muestra es:

Definicién 3.4 (Desviacién estdndar de la muestra).

Sz —2)2
N —1

S =

Finalmente. Ya que s y o son la raiz cuadrada de la varianza, esta también se denomina por
las mismas letras, pero llevado al cuadrado: s? y o2

Por suerte es sencillo sacar tanto la varianza como la desviacién estandar en R. Usamos las
funciones var y sd*.

x=c(2, 4, 5, 7, 7, 7, 9, 11, 12, 15, 15 ,15, 18)
var (x)

#> [1] 24.69231

sd(x)

#> [1] 4.969136

44sd» por la abreviacién del inglés «standard deviation».
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iPor qué se prefiere la desviacion estandar?

Hay varios motivos méas bien técnicos por los que se prefiere la desviacién estan-
dar por sobre la varianza. Sin embargo tiene también algunas ventajas bastante
practica e incluso intuitivas. Una de las méas importantes es que la dispersién se
expresa en la misma unidad que los datos. Para profundizar esto vemos un ejem-
plo. Los salarios de una PYME son: $14.000, $14.000, $14.000, $16.000, $17.000,
$18.000, $26.000 y $35.000. La media de estos es 19,250, y la desviacién estandar
es: 7,497. La interpretaciéon de la desviacién estandar en este caso es que los sa-
larios en promedio tiene una diferencia de $7,497 (por arriba o abajo) del salario
medio de $19,250.

3.2.4 Visualizar la dispersion

Puede resultar til visualizar la dispersiéon de un conjunto de datos. Esto se logra con un
diagrama de caja (box-plot). Vemos un ejemplo de ello en la figura 3.4.

175

15.0

notas

12.5

10.0

Notas
Figura 3.4: Ejemplo de box-plot
En este tipo de visualizacion la mediana estd representada por la linea horizontal méas gruesa,

la caja corresponde al rango intercuartil y los extremos de la linea horizontal representan el
rango de los datos. Lo podemos apreciar en la figura 3.5
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Figura 3.5: Ejemplo de box-plot con explicaciones

Ejemplo 3.4 (Boxplot). La funcién boxplot nos permite generar un boxplot en R.

notas = c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18,
15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14, 13, 15, 17, 19,
17, 18, 16, 14)

boxplot(notas)
o0 1 |
I :
<
—
o _| |
— 1

3.3 Glosario

Amplitud La diferencia entre la minima y la maxima de una variable. También se llama rango
Funcion relevante en R: range. Equivalente en inglés: «Range».
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Centralizacion El hecho de que una variable puede describirse por uno o mas valores. También
se llama tendiencia central. Equivalente en inglés: «Central tendency».
Desviacion estandar (de la muestra). Media de la diferencia entre la media y todas las obser-

vaciones de la muestra. Formula: s = 7““%_@2 Funcion relevante en R: sd. Equivalente
en inglés: «Standard deviation».
Desviacion estandar (de la poblacion). Media de la diferencia entre la media y todas las

observaciones de la poblaciéon. Férmula: o = 7%7@2 Funcién relevante en R: sd.
Equivalente en inglés: «Standard deviation (of the population)».

Desviacion tipica Ver desviacion estandar. Equivalente en inglés: «Standard deviationy.

Media La suma de las observaciones de una variable dividido por el ntimero de las observacio-
nes. También se conoce como la media aritmética. Féormula: x = % Funcién relevante
en R: mean. Equivalente en inglés: «Meany.

Mediana El la observacién de una variable que esta justo en el medio cuando los valores estan
ordenados. Funcién relevante en R: median. Equivalente en inglés: «Median».

Moda El valor més frecuente de la observaciones de una variable. Equivalente en inglés:
«Moden.

Rango La diferencia entre la minima y la maxima de una variable. También se llama amplitud
Funcién relevante en R: range. Equivalente en inglés: «Range».

Rango intercuartilico Rango dentro del cual se encuentras en 50% mas centralizado de las
variables. Funcién relevante en R: quantile. Equivalente en inglés: «Interquartile
range (IQR)».

Varianza Media de la diferencia cuadrada entre la media y todas las observaciones. Férmula:

2 _ S(z—x)?

0* = ==~ Funcion relevante en R: var. Equivalente en inglés: «Variancey.
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4 La distribucion normal

En el capitulo 2 tocamos brevemente la llamada distribucion normal. En este capitulo vamos
a desarrollar con mas detalle esta distribucién, fundamental para muchas técnicas estadisticas
y cuantitativas.

4.1 Importancia de la distribucién normal

Como vimos en la seccién 2.7, si tenemos muchos datos y construimos un poligono de frecuen-
cias, es posible trazar una curva entre los puntos de la distribucién. También mencionamos que
la llamada distribucion normal es de particular interés para trabajo estadistico y cuantitativo.
Hay varios razones de ello:

1. Muchos fenémenos que podemos medir tanto en las ciencias exactas como las sociales de
asemejan en su frecuencia a esta distribucién.

2. La distribuciéon normal tiene ciertas propiedades matematicas que nos permiten predecir
qué proporcién de la poblacién (estadistica) caerd dentro de cierto rango si la variable
tiene distribucién normal.
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3. Varios tests de significanza de diferencia entre conjuntos de datos presumen que los datos
del conjunto tiene una distribucién normal.

4.2 Propiedades de la curva normal

Como ya vimos, la curva normal tiene forma de campana y es simétrica. Por ende, las tres
medidas de centralizacién la media, la mediana y la moda coinciden en el punto superior de
la curva, como lo podemos apreciar en la figura 4.1.

0.4 Media, mediana, moda
0.3
> 0.2
0.1
0.0
-4 -2 0 2 4
X

Figura 4.1: Curva normal

Ciertas propiedades importantes de esta curva se relacionan con la manera en que el area
debajo de la curva de puede seccionar con lineas verticales con origen en distintos puntos
del eje horizontal. Para explorar estas vamos a considerar algunos histogramas, el tipo de
visualizacion que vimos en la seccién 2.4. El alto de cada barra es proporcional a la frecuencia
de observaciones y como el ancho de las barras es el mismo en todos los casos el area de cada
barra también es proporcional a la frecuencia de observaciones. El ancho puede representar
una sola unidad, o varias si agrupamos, por ejemplo por rango etario como lo vemos en la
figura 4.2, en el que hemos sacado una muestra aleatoria de mil observaciones de un test de
matematicas a nivel nacional. Los hemos agrupado por rangos de diez, es decir de 0 a 10, de
10 a 20 y asi sucesivamente. Hemos sobrepuesto una curva normal teérica para apreciar hasta
qué punto se asemeja la distribucién observada a la tedrica.
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Figura 4.2: Muestra de notas de un test de matemética (N=1000)

Ahora, bien, si en lugar de agrupar las notas en grupos de diez! los podemos también agregar
en grupos de cinco. Entonces obtenemos un histograma como el de la figura 4.3.
o

0 —
—

71 | TN

100
I

Frecuencia

0 20 40 60 80 100

Nota
Figura 4.3: Muestra de notas de un test de matemética (N=1000)

Podemos seguir achicando el ancho de las barras, y vemos que si bien el histograma es puntudo
mientras menos anchas son las barras mas se aproxima a la curva. En la figura 4.4 hemos
achicado las barras para que cada una represente tan solo un valor entero, es decir tan solo
una de las cien notas posibles. Se entiende que es posible seguir con més precisién si, por
ejemplo, el examen fue calificado con la posibilidad de asignar notas con decimales.

La curva normal de define por dos propiedades: La media y la desviacién estdndar. Si conoce-

Ltambién llamado deciles

45



0 T
(U / N
‘O — v‘BF %’w
[
) o)
> —
(&)
<} _
LL
Lr) —
O —
[ [ [ [ [ |
0 20 40 60 80 100
Nota

Figura 4.4: Muestra de notas de un test de mateméatica (N=1000)

mos estos dos valores es posible construir la curva aplicando una férmula 2 un tanto compleja
y con poca importancia fuera del &mbito plenamente tedrico.

De més importancia son algunas propiedades que tiene la curva. Si graficamos la curva normal
y expresamos los valores en el eje horizontal en desviaciones estdndares (también se dice
«sigmasy por su letra griega o), el drea que esta de cada lado de la linea es constante y conocido.
Si trazamos una linea justo en el medio (o = 0), sabemos que un 50% de las observaciones
estdn a la derecha y la izquierda de esa linea. Lo mismo aplica a una distribucién expresado
en un histograma. En la figura 4.5 vemos cuales son los cortes para desviaciones estandares
de menos 3 a 3.

Esta propiedad es de bastante utilidad y se puede aprovechar de varias maneras. Si tenemos
una muestra de datos cuya distribucién presumimos normal (en el capitulo 7.2 vamos a desa-
rrollar cémo lo podemos determinar) ya sabemos que méas o menos el 68% de las observaciones
va estar dentro de & una desviacién estdndar de la media y mds del 95% se encontrard dentro
de dos desviaciones. Por ultimo el 99% de las observaciones de encuentran dentro de tres
desviaciones estandares de la media. A veces se refiere a esta propiedad como la regla empirica
o la regla de de 68-95-99,7.

Variables normalizadas

En textos de estadistica frecuentemente se habla de variable normalizada, también se conoce
como unidad tipificada, variable centrada reducida o variable estandarizada. Normalizar una
variable es simplemente expresar su magnitud en unidades de desviacién estdndar. Para lograr
ello tomamos la variable, restamos la media y dividimos por la desviacion estidndar. En

—(z—p)?
e 202

2 1
V2no?
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Figura 4.5: Area debajo de la curva normal

literatura en inglés es de uso frecuente el término «z-score», por lo que su definicién formal
(véase la definicién 4.1) lleva esta letra.

Definicién 4.1 (Variable normalizada). La variable normalizada z de un conjunto de datos
X se obtiene por la féormula siguiente:

donde:

la variable normalizada
una observacién de X
e : la media de las observaciones
o o s: la desviacién estandar de la poblacién o muestra respectivamente.

°

Es importante entender que normalizar una variable no cambia su valor, solo su unidad de
cuenta: Es lo mismo comprar medio kilo de queso que comprar quinientos gramos.
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Normalizar las variables nos permite comparar su distribucién independientemente de su uni-
dad de cuenta y amplitud, también nos permite sacar conclusiones sobre probabilidades y
proporciones. Vamos a desarrollar esta idea por medio de un ejemplo.

Ejemplo 4.1 (Analizando datos del ministerio de salud). En el 2007 el Ministerio de Salud
de Argentina realizé un estudio (ENNyS 2007) que entre otras recopilé datos sobre la estatura
de las argentinas entre 19 y 49 afios. La media fue de 161,01 centimetros con una desviacién
estandar de 6,99. Con estos datos podemos construir nuestra curva.

0.04
0.02
0.00
140 150 160 170 180
Estatura

Fuente: Ministerio de Salud

Figura 4.6: Estatura de argentinas entre 19 y 49 afios

Ahora, sabiendo que esta variable tiene una distribucion normal podemos saber que casi el
70% de las argentinas miden entre 154,04 y 168 centimetros. También podemos encontrar
respuesta a una pregunta como: jqué proporcién de la poblaciéon femenina mide més que 175
centimetros? Para ello tenemos que normalizar el dato asi:

175 —-161,01 13,99
z = =
6.99 6.99

= 2,001

Con este nimero podemos volver a la figura 4.5 y fijarnos que con por arriba de 2 desviaciones
estandar (o 20) estd el 2,2% de la poblacién. Es el drea indicado en rojo en la figura 4.7.
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Figura 4.7: Proporcién de argentinas que miden méas de 175 centimetros

En este caso tuvimos un poco se suerte ya que la variable normalizada resulté un nimero
redondo que era facil encontrar en la figura 4.5. Ahora digamos que queremos conocer la
proporcién de la poblacién que mide menos de 150 centimetros, jcémo hacemos? Primero
normalizamos:

150 — 161,01 11,01
_ ) _ ’ -1
6.99 6.99 M

Con este niimero podemos sacar la proporcion por ejemplo calculando el area debajo del
segmento de la curva con cédlculos integrales, lo podemos buscar en una tabla de probabilidades
o podemos recurrir a la funcién pnorm (p: probabilidad, norm: normal)de R asi:

pnorm(-1.575)

#> [1] 0.05762822
entonces el 5,76% de la poblacién de argentinas entre 19 y 49 anos miden menos de un metro
con cincuenta.

También podemos expresar esto en términos de probabilidades: Si medimos una mujer argen-
tina de entre 19 y 49 afos seleccionada aleatoriamente de la poblacién, la probabilidad de que
mida menos de 150 centimetros es de 5,76% (p=0,0576).
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4.3 Evaluar la normalidad

Hemos visto que el hecho de que una variable tenga una distribucién normal nos resulta muy
util para extraer informacién sobre sus propiedades. También nos permite realizar algunos
tests estadisticos que veremos en capitulos posteriores.

En la seccion 6.3.6 decidimos usar la media como medida de centralizacién porque las tres
medidas disponibles -media, mediana y moda— se aproximaban unas a otras. Si queremos saber
si una variable se aproxima a la curva normal podemos generar un histograma y sobreponer
una curva normal. Asi podemos sacar alguna conclusion inspeccionando el grafico.

También podemos valernos del conocimiento de la proporcién de observaciones que deben estar
dentro de la primera y segunda desviacién estandar y verificar si nuestros datos se conforman
con estas predicciones.

Ejemplo 4.2 (Notas de dos cursos).
Si tomamos nuestros datos de las notas de nuestros dos cursos que vimos en la seccion 1.4 y
que fuimos desarrollando a lo largo de los capitulos anteriores podemos realizar este analisis.

Grupo A: {15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14, 13,
15,17, 19, 17, 18, 16, 14}

Grupo B: {11, 16, 14, 18, 6, 8, 9, 14, 12, 12, 10, 15, 12, 9, 13, 16, 17, 12, 8, 7, 15, 5, 14, 13, 13,
12, 11, 13, 11, 7}

e Grupo A:

— Media: 14.93

— Desviaciéon estandar: 2,49
— Entre +1 desviacién: 66%
— Entre +2 desviaciones: 96%

e Grupo B:

— Media: 11,76

— Desviacién estandar: 3,31
— Entre +1 desviacién: 66%
Entre 42 desviaciones: 96%

Observamos que nuestras notas carecen en cierta medida de valores extremos, sin embargo
la muestra es relativamente pequena con lo cual nos conformamos con estos resultados y
consideramos normales las distribuciones.
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Ejemplo 4.3 (Hacerlo en R).
Si no queremos hacer estos calculos a mano los podemos hacer también en R, asi:

grupo.A = c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17,

media= mean(grupo.A)

desviacion = sd(grupo.A)

N = 30

sum (
grupo.A < media + desviacion
&
grupo.A > media - desviacion

)/N

#> [1] 0.6666667

sum (
grupo.A < media + desviacion * 2
&
grupo.A > media - desviacion * 2

)/N

#> [1] 0.9666667

Existen también tests méas formales de normalidad que desarrollaremos en capitulos posterio-
res.

4.4 Glosario

Regla empirica Cuando la distribucién es normal el 68% de las observaciones se encuentran
entre + una desviacién estandar de la media, el 95% entre dos desviaciones estdndar y
el 99,7% entre tres. Equivalente en inglés: « Empirical ruley.

Variable normalizada Variable expresada en desviaciones estandar Férmula: z = x%f 0z =
#~* Funcién relevante en R: scale. Equivalente en inglés: «z-scorey.
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5 Estimacion de parametros

Hemos visto que si trabajamos con poblaciones que son potencialmente infinitas o muy grandes
usamos muestras para nuestro trabajo cuantitativo. Las medidas que calculamos en base a
estas muestras son estimativos de los pardametros de la poblacién. Si tenemos una muestra de
estatura de argentinas entre 19 y 49 afios de edad, como la que vimos en el ejemplo 4.1, no
sabemos con certeza cudl es la media de la poblaciéon. La estimamos en base a una muestra.
Con ello no podemos afirmar que la media es la misma para la poblacién, de hecho ignoramos
cudl es la media de la poblaciéon. Lo que si podemos calcular un intervalo de valores dentro
de los cuales tenemos cierta confianza de que nuestro valor estimativo sea correcto para la
poblacién.

En este capitulo desarrollaremos las técnicas que se utilizan para arribar a estos intervalos de
confianza y calcular un margen de error.

5.1 Distribucion muestral

Si suponemos que la estatura promedio de las argentinas entre 19 y 49 afios es de 161 centi-
metros con una desviacién estandar de 6,99, estos serian los pardmetros de la poblacién. Si
sacamos cinco muestras aleatorias de veinte observaciones de esta poblacién van a arrojar re-
sultados distintos a estos valores. Algunas muestras van a tener una media por arriba de la
media real y otras van a tener una media por debajo.

Ejemplo 5.1 (Distribucién de muestras).

Como lo podemos observar en la figura 5.1 la distribucién de las muestras es simétrica y
normal. La media de nuestras muestras es 161,42; ligeramente por arriba de la media real,
y la desviacién estandar es de 6,17; mas de medio centimetro por debajo de la desviacién
estandar de la poblaciéon. La distribucién muestral tiene algunas propiedades que son ttiles
para nuestro trabajo estadistico:

1. Se aproxima a una distribucién normal. Esto se conoce como el teorema del limite central.
2. La media de la distribucién es igual (o casi igual) a la media de la poblacién.
3. La dispersiéon es menor a la de la poblacion general.
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Figura 5.1: Cinco Muestras de 20 obseraciones

El ntimero (3) de la lista tiene su légica ya que en una muestra aleatoria un valor frecuente
tiene més probabilidad de ser seleccionada que un valor extremo. La diferencia entre curva
normal de la poblacién y la curva de la distribucién muestral esta ilustrada en la figura 5.2.

5.2 El error estandar y su interpretacion

La variabilidad de las medias muestrales se puede medir por su desviacién estandar. Esta
medida se conoce como el error estdndar y tiende a disminuir cuando aumenta el tamano de
la(s) muestra(s).

Definicién 5.1 (Error estdndar).

SE=-2_

VN

si conocemos la desviacién estdndar de la poblacion, y

SE =

2l

si usamos la desviacién estandar de la muestra.

donde:

o SE: el error estdndar (por sus siglas en inglés «Standard Errory)
e o: la desviaciéon estandar de la poblacién
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Figura 5.2: Distribucién de la poblacién y la muestra

e s: desviacién estandar de la muestra
e N: nimero de observaciones de la muestra

Noétese que el error estandar no disminuye en relacion directamente proporcional con el tamano
de la muestra. Ya que tomamos la raiz cuadrada de N, es necesario cuadruplicar el tamafo de
la muestra para reducir el error estandar a la mitad.

5.2.1 Intervalos de confianza

Volvemos a nuestro ejemplo de la estatura de las argentinas entre 19 y 49 en 2007. Si sacamos
una muestra aleatoria de esta poblacién de tan solo 30 observaciones. de manera que:

Muestra = {163, 171, 171, 167, 164, 160, 153, 176, 162, 171, 166, 164, 169, 160, 151, 155, 156,
147, 162, 170, 164, 160, 158, 159, 157, 159, 156, 162, 159, 174}

podemos calcular la media y la desviacién estandar de la muestra. Obtenemos z = 160,94 y
s = 6,89 respectivamente. Con esto podemos calcular el error estandar:

s 6,89 s
VN V30 5,477

Ahora podemos estimar que la media de la poblacién es de 160,94 + 1,257. Hemos reportado
muestra estimacion con un margen de error. Pero jcomo se interpreta este nimero?

SE

= 1,257
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Sea p la media real —por convencion se usa la letra griega p que corresponde a m para la media
de la poblacién. La desviacién de la media de la muestra entonces es de 161,94 — u. Podemos
normalizar esta variable por divisiéon con la desviacion estandar de la muestra:

161,94 —
T T 057

Recordemos que se usa z para la variable normalizada. Para muestras desde més o menos
30 observaciones, z tiene una distribucién normal, con lo cual nos podemos valer de la regla
empirica y mirar la figura 4.5 para darnos cuenta qué tan probable es que nuestro valor caiga
dentro o fuera de los rangos esperados. El error estdndar es, entonces, el rango de valores que
caen dentro de una desviacion estdndar en la curva normal del error, es decir que hay un 68%
de probabilidad de que el valor real esté dentro del rango reportado.

Podemos valernos de esta informacién para calcular rangos que nos den méas confianza en
nuestra estimacién. La regla empirica dice que el 95% de las observaciones se encuentran entre
dos desviaciones estandar de la media. Si se expresa con un poco més de precision es de 1,96.
Este numero mdgico o valor critico de usa mucho en los textos con andlisis cuantitativo ya que
se puede demostrar matematicamente que:

media de la muestra + (1,96 x SE)
es un estimado de la media de la poblacién con un 95% de confianza.

De la misma manera tenemos:

media de la muestra + (2,58 x SE)

que nos da un rango con 99% de confianza.

Entonces, para nuestra muestra de argentinas podemos decir que estimamos que la media de
la poblacién (u) es:

e entre 160,94 y 162,20 con un 68% de confianza
e entre 159,73 y 164,66 con un 95% de confianza
o entre 158,94 y 165,44 con un 99% de confianza
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5.3 La distribuciéon t

En la seccién anterior vimos que la razon:
z

*= 5B

tiene una distribuciéon normal cuando la muestra tiene un tamafio grande. Cuando la muestra
es relativamente pequefia, sin embargo, tiende a otra distribucién llamada la distribucion ty
a veces distribucion t de Student!.

El valor de ¢ se calcula de la misma manera que el error estandar, pero debido a las caracteris-
ticas de la distribucion los valores criticos son distintos dependiendo de los grados de libertad
(que el la mayorfa de los casos es igual a N-1.)

Ejemplo 5.2 (Muestra pequenia). Hacemos una muestra aleatoria de 15 argentinas y medimos
su estatura, esta vez con precision milimétrica y obtenemos:

X = {153,26; 158,81; 165,73; 159,85; 160,56; 166,69; 159,85; 148,07; 160,3; 173,02; 154,55
145,52; 159,98; 158,22; 166,12 }

La media es de 159,36 y la desviacion estandar de 7,125. Por tanto:

s 7,125
SE=—=- =1,338
vN V15

El valor critico de t con 14 grados de libertad (N-1) es 42, 145.

2,145 x SE = 2,145 x 1,338 = 2,869

Por tanto, basado en esta muestra mas chica podemos estimar que la media de la poblacién
es de 159,36 +2, 869 es decir entre 156,49 y 162,23 centimetros.

Del ejemplo 5.2 vemos que si bien logramos estimar la media de la poblacién, el margen de
error es mas amplio que con una muestra mas grande.

1Por el seudénimo del matemético que primero publicé sobre este tema.
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iDénde obtenemos los valores criticos de t?

Se pueden consultar los valores criticos de la distribucién t para distintos grados de libertad
en tablas estadisticas, como el del apendice A o en linea. También se puede sacar con una
funcién en R llamada qt.

Ejemplo 5.3 (Ejemplo en R: Extraer el valor critico de t).

qt(p = 0.025, df = 14)

#> [1] -2.144787

La funcién toma dos argumentos p de qué proporcién de la curva en cada lado queremos y
df que son los grados de libertad, en este caso 15-1=14. Ponemos el valor de 0.025 porque
queremos un 2,5% de arriba y un 2,5% de abajo (=5%).

5.4 Glosario

Distribucién muestral El resultado de todas las muestras posibles que pueden ser tomadas de
una poblacién Equivalente en inglés: «Sample distributiony.

Distribucién t Distribucién de probabilidad de una muestra pequena de una distribucién nor-
mal. Funcién relevante en R: qt. Equivalente en inglés: «T distributiony.

Error estandar La desviacién estandar de la distribucién muestral. Férmula: SE = \/LN o}
SE = \/iﬁ Equivalente en inglés: «Standard error.

Intervalo de confianza Intervalo dentro del cual estimamos que se encuentre un valor buscado,
con cierto porcentaje de confianza. Equivalente en inglés: «Confidence Intervaly.
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6 Diseino de proyectos y test de hipotesis

Our knowledge can only be finite, while our ignorance must necessarily be infinite.

—Karl Popper

6.1 El método cientifico

El filésofo de ciencias Karl Popper es considerado por muchos como el padre de la teoria
cientifica moderna. Sostiene que la ciencia avanza proponiendo teorias e ideas que sean em-
piricamente refutables. Cuando una teoria es refutada por investigaciones empiricas surgen
otras teorias que toman en cuenta las refutaciones de las anteriores y son sometidos al mismo
proceso. Este tipo de pensamiento se conoce también como pensamiento «deductivo» y es
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fundamental para las ciencias empiricas. Deductivo, en este caso es contrario a «inductivo»
toma como confirmatorias toda observacion que sostiene una teoria, sea esta falseable o no.

Por ejemplo, podemos proponer la teoria de que «en la Ciudad de Buenos Aires nunca cae
nieve». Durante la segunda mitad del siglo pasado podiamos corroborar nuestra teoria dia tras
dia al medir el nivel de nieve —que era cero—, pero basté con una sola nevada, que ocurrié el
nueve de julio del 2007, para que nuestra teoria quedara refutada.

Para que una teoria sea cientifica tiene que ser posible demostrar su falsedad empiricamen-
te, es decir tenemos que poder obtener datos, por experimentos u observaciones, capaces de
comprobar que la teoria no es correcta. Esto se llama el principio de falsabilidad,' falsacién o
refutabilidad.

Nuestra teoria de la falta de nieve en la ciudad de Buenos Aires es cientifica, ya la podemos
hacer medidas para refutarla. El hecho de que la teoria resulté incorrecta no implica que no
sea cientifica.

Cabe mencionar que existen ciencias: las ciencias «formales» como las matematicas, la légica
formal etcétera; cuyas teorias no dependen de observacién empirica ya que se concentran en
el estudio abstracto de cantidades, estructuras y cambio.

6.2 El diseiio de una investigacion

Estudios experimentales y observacionales

Podemos distinguir entre dos tipos de investigacién cientifica en las ciencias empiricas. Los
estudios experimentales son estudios donde nosotros manipulamos alguna variable para darnos
cuenta qué efecto tiene. En nuestro ejemplo de dos cursos con metodologias distintas, nosotros
hemos manipulado la variable metodologia. Como hemos mencionado antes en la seccién 1.5
esta es la variable independiente. Los estudios experimentales son muy frecuentes en las ciencias
naturales y también se aplican a las ciencias humanas.

En las ciencias humanas, sin embargo, a menudo nos encontramos con datos en los que no po-
demos manipular la variable independiente. En el caso de los datos lingiiisticos de la figura 2.2,
no podemos cambiar el largo de las palabras. Nos tenemos que limitar a recoger los datos e in-
tentar discernir alguna relacion entre ellas. Igual tenemos una variable dependiente «largo de
palabra» y una independiente «frecuenciay, solo que no controlamos la variable independiente.
Este tipo de estudios son observacionales y a veces se habla de estudios correlacionales.

Iposiblemente por su cognado en ingles: «falsifiabilidy»
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Fuentes de ruido en los datos

Cuando estamos haciendo un estudio experimental controlamos no solo la variable independien-
te, sino también podemos disenar el experimento para minimizar el efecto de otras variables
que puedan influir en la variable dependiente. La meta es de minimizar los efectos provenien-
tes de de factores que no son relevantes para nuestro estudio a fin de poder afirmar con mas
confianza que los efectos observados en realidad tienen que ver con la variable independiente.
En el caso de los dos grupos con metodologias distintos podemos, por ejemplo, asegurarnos
de que los dos cursos tengan el mismo profesor, se dicte en horarios similares y que los de
estudiantes que reciben el curso tengan caracteristicas similares en cuanto a edad, género, pro-
medio de notas en otras materias etcétera. En el caso de un estudio observacional no tenemos
este nivel de control, lo que si podemos hacer es intentar estimar el efecto de interferencia de
otras variables y tomarlo en cuenta en nuestros anélisis.

Incluso en el caso de un estudio experimental, no es realista esperar que podemos remover
totalmente el efecto de variables irrelevantes. A lo que podemos aspirar y debemos intentar,
sin embargo, es de remover la mayor cantidad posible de variacion sistemdtica. Si en el caso
del las notas de los grupos de estudiantes pusimos todos los hombres en un grupo y todas las
mujeres en otro, no podemos saber si la diferencia que observamos se debe la diferencia de
metodologia didéactica o si es una diferencia de género. Por ello es preciso hacer lo posible para
que las variables que son irrelevantes para nuestra investigacién operen de manera aleatoria
en nuestras muestras y, de ser posible, minimizar su efecto. Si no operan de manera aleatoria
corremos el riesgo de en realidad medir otra variable —género en lugar de metodologia— de
la que queremos investigar, y si su efecto genera mucha varianza va a bajar la confianza que
podemos tener el las conclusiones obtenidas.

6.3 Tests de hipotesis

Vimos en la seccién 5.2 que podemos estimar los valores de la poblacién en base a muestras
y que podemos calcular un margen de error y niveles de confianza de estas estimaciones.
Podemos valernos de los mismos conceptos para concluir algo sobre la relacion entre variables:
independiente y dependiente por ejemplo.

6.3.1 Tests estadisticos de significanza

En el caso de nuestros dos grupos de estudiantes (véase: 6.3.6) ya vimos que existe una
diferencia entre los dos grupos en la media de la nota obtenida. De la figura 2.1 vimos que
igual las dos distribuciones de solapan en gran medida. Por tanto no podemos afirmar con
absoluta certeza que las diferencias observadas son el efecto de la metodologia pedagdgica
aplicada o si son producto de la inherente variabilidad de las muestras.
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El objetivo de un test estadistico de significanza es determinar si las diferencias observadas
el resultado de variacion aleatoria o si pueden razonablemente ser atribuidos a la variable
independiente.

6.3.2 La hipétesis nula y alternativa

Para testear una hipétesis el primer paso es establecer una hipdtesis nula. Esta hipétesis
afirma que no existe el efecto que estamos investigando. Siguiendo los lineamientos del método
cientifico, ahora nuestra labor es, a través de mediciones u observaciones, refutar esta hipotesis,
con lo cual podemos proponer otra, llamada hipdtesis alternativa. Una hipotesis nula se formula
como una afirmacién precisa y empiricamente refutable. En el ejemplo de los dos grupos de
estudiantes la hipodtesis nula podria expresarse como: «No existe diferencia entre la media de
notas entre los dos grupos».

También debemos formular una o dos hipotesis alternativas. Si formulamos dos, una va a
afirmar que la media de notas del grupo A es superior a la del grupo B y la otra que la media
de notas del grupo B es mayor a la media de notas del grupo A. Si usamos una sola hipdtesis
alternativa esta simplemente plantea que la media notas de los dos grupos es desigual.

Notacion formal

En notacién formal, muy frecuente en textos académicos, se usa la letra H (ma-
yuscula) para significar una hipétesis y tiene subindice «0» o «null». Las hipdtesis
alternativas reciben subindice numérica (1 y 2 etcétera). En el caso descrito en la
seccion anterior se podria expresar asi:

H,, : No hay diferencia entre los grupos
H, : Hay diferencia

0, includo mas formal:

Hy:pa=pp

Hy:pyg # pp-

La estrategia del test de hipdtesis acumular evidencia empirica que nos permita refutar la
hipétesis nula y no intentar fomentar cualquiera de las alternativas directamente. Lo que
tenemos que hacer es aplicar un test estadistico y calcular la probabilidad de obtener las
observaciones que hemos obtenido y si esa probabilidad es muy baja, refutamos H, a favor de
una de las alternativas.

Es preciso aclarar que nunca podemos estar absolutamente seguros de estar justificados en
refutar H,. Siempre existe la posibilidad de que las diferencias observadas de deban a la
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aleatoriedad de las muestras. Lo que si podemos mostrar es que la probabilidad de que asi sea
es muy baja.

6.3.3 Niveles de significanza

Dado que siempre existe la posibilidad de refutar injustificadamente nuestra H, tenemos que
determinar un nivel debajo del cual estamos dispuestos a equivocarnos en nuestra afirmacién.
Este se llama el nivel de significanza, también se describe con la letra griega o y se llama
nivel-a (nivel alfa). El nivel de significanza estd conceptual y matematicamente ligado con los
intervalos de confianza que vimos en el capitulo 5.

Si estamos dispuestos a rechazar H,, si la probabilidad (p) de hacerlo injustificadamente es
igual o menor a 0,05, elegimos un nivel de significanza de 0,05, también llamado «nivel de
5%». Su notacién a menudo se encuentra como: p < 0,05. Este nivel es bastante comin
en las ciencias humanas, en cambio en otras disciplinas de las ciencias exactas y médicas por
ejemplo, a veces se opera con p < 0,01 o p < 0,001, lo que significa que se acepta rechazar
injustificadamente H, una vez en cien o una vez en mil respectivamente.

Para cada test estadistico y cada nivel de significanza elegido existird un valor critico o un
rango critico dentro del cual el valor del calculo estadistico tiene que encontrarse para que las
diferencias observadas en las muestras se consideren estadisticamente significativos. Si el valor
del test estadistico no cae en ese rango no podemos rechazar H, sobre la base este conjunto
especifico de observaciones, pero es posible que debamos repetir el estudio con muestras mas
grandes.

6.3.4 Tipos de error

Cuando tomamos la decision de rechazar o aceptar la hipétesis nula hay dos errores que
podemos cometer. Podemos rechazar H cuando H,, es correcta, o podemos aceptar H,, cuando
es falsa. En el primer caso estamos hablando de un error de tipo I, también denominado error

de tipo « o falso positivo. En el segundo caso hablamos de un error de tipo II, error de tipo 3
(beta) o falso negativo.

6.3.5 Tests direccionales y no direccionales

En la seccion 77 propusimos una hipétesis nula y su alternativa:
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Ejemplo 6.1 (Hipétesis nula y una alternativa).

Hy:pa=pp
Hy:pa # pp.

H, seleeria: «la media de A es desigual a la media de B». Este ejemplo 6.1 es de una prediccién
no direccional. Es decir que no hemos tomado una posicion a priori sobre si esperamos que
las diferencias que observemos sean positivos o negativos.

A veces tenemos razones bien fundadas en creer que las diferencias, si las observamos, van
a darse en una direcciéon u otra. Si por ejemplo estamos midiendo la estaturas de muestras
aleatorias de argentinas y argentinos podemos suponer de antemano que los hombres van a
ser mas altos que las mujeres ya que estd comprobado que es asi en otros paises, hay razones
biolégicas etcétera. En ese caso podriamos formular una prediccién direccional, lo cual significa
que nuestra hipdtesis alternativa es una sola y va en una direccién especifica:

Ejemplo 6.2 (Hipétesis nula y una alternativa direccional).

Hy: ppy = pip
Hy s pipr > pp

La diferencia entre usar un test direccional o no direccional influye en los valores criticos de los
diferentes tests. Si usamos un test direccional —y estd justificado su uso, claro— disminuye el
riesgo de cometer un error de tipo II. Est4 ilustrado en la figura 6.1: para un test no-direccional
necesitamos un 2,5% en cada extremo de la curva para que sume 5%, en el test direccional
«gastamos» todo el lado positivo.

Ejemplo 6.3 (jcara o cruz?).

Para desarrollar un poco més el concepto de test de hipétesis vamos a imaginarnos que estamos
jugando a cara o cruz. Sitiramos una moneda hay un 50 y 50 de que salga cruz o cara. Tiramos
la moneda y sale cara. La tiramos dos veces y sale dos veces cara. Tres veces — tres caras... y
seguimos perdiendo.

JEn qué momento empezamos a sospechar que la moneda tiene dos caras?

An sin conocimientos matematicos o de la teoria de la probabilidad empieza a obrar nuestra
intuicién —basada en nuestra experiencia que por su naturaleza es empirica.

Podemos formalizar el problema de la siguiente manera:

H,: La moneda es honesta
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No direcciona

2,5% ,5%

Direccional

5%

Figura 6.1: Tests no direccionales y direccionales

H,: La moneda tiene dos caras.

Podemos también calcular las probabilidades de lo que esta pasando. La probabilidad de que
salga cara es 0,5 (50%) y de que salga cara dos veces es, por tanto, 0,5 x 0,5 = 0,25. Podemos
calcular las probabilidades de varios casos mas:

3 caras: 0,5 x 0,5 x0,5=0,125
4 caras: 0,5 x 0,5 x 0, x0,55 =0,0625
5 caras: 0,5 x 0,5 x 0, x0,55 = 0,03125,

y vemos que si sale cara cinco veces de cinco ya podemos rechazar nuestra H;, con un nivel de
significanza de 0,05 (p < 0,05).

6.3.6 ;Qué test usar?

En los capitulos que siguen vamos a desarrollar algunos tests de significanza estadistica: el
test de z, el test de t de Student, Mann-Whitney U, 2, Wilcoxon y sign-test. La eleccién de
cual de ellos usar en un caso especifico dependerd de:

1. Escala de medicion de las variables
2. Las caracteristicas de su distribucion
3. Si las muestras son correlacionadas o no,

y los iremos detallando en cada caso.

64



6.3.7 Procedimiento

El disefio de una investigacion cuantitativa se puede resumir en estos cuatro pasos:

Formular hipotesis nula y alternativa(s)

Decidir el nivel de significanza estadistica

Eligir un test estadistico a utilizarse

Aplicar la estadistica y decidir si rechazamos H|, o no.

o=

6.4 Glosario

Error tipo | El error de rechazar H; cuando esta es correcta. Equivalente en inglés: «Type I
errory.

Error tipo Il El error de no rechazar H, cuando esta es incorrecta. Equivalente en inglés:
«Type II errory.

Falsabilidad El hecho de que sea posible refutar una hipétesis, por medio de métodos empiricos.
Equivalente en inglés: «Falsifiability».

Hipotesis alternativa Hipoétesis a la que recurrimos si logramos refutar H,. Férmula: H,
Equivalente en inglés: «Alternative hypothesis.».

Hipotesis nula La hipétesis que plantea que el patrén que estamos buscando no existe. A tra-
vés de un estudio empirico intentaremos refutar esta hipdtesis. Formula: H; Equivalente
en inglés: «Null hypothesis (H;)».

Método cientifico Metodologia basada en la observaciéon, medicién y experimentacién; y la
formulacion, andalisis y modificaciéon de hipotesis. Equivalente en inglés: «Scientific met-
hod».

Nivel de significanza La probabilidad de rechazar H, cuando esta es correcta. Férmula: «
Equivalente en inglés: «Alpha-level».

Test direccional Test estadistico en la que hypdtesis alternativa de expresa en una direccion
u otra. Equivalente en inglés: «Directional test».

Test no direccional Test estadistico en la que hypdtesis alternativa de expresa sin direcciéon
especificar direccion. Equivalente en inglés: «Non-directional test».
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{ Pruebas parameétricas

En este capitulo vamos a desarrollar algunos técnicas estadisticos que nos permiten realizar una
prueba o un test de diferencias entre medias de dos conjuntos de datos provenientes de muestras
independientes o correlacionadas. Los tests que vamos a ver se llaman «paramétricos», lo cual
quiere decir viene con algunas presunciones acerca de los datos:

1. Los datos son de escala de intervalo o razén
2. La poblacién de la muestra debe aproximarse a una distribucién normal
3. Las varianzas de las muestras debe aproximadamente similar’

Las pruebas estadisticas son las que nos permiten, a algtin nivel de significanza, rechazar o
aceptar la hipotesis nula (H,), por lo que son de bastante utilidad en investigaciones cuanti-
tativas.

7.1 Prueba t de Student para muestras independientes

Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias e independientes con medias de 2} y T, y que
queremos saber si estas dos medias son significativamente distintas a un nivel de p < 0, 05. Esto
es lo mismo que decir que si afirmamos que hay una diferencia entre las muestras tenemos un
95% de probabilidad de tener razén. Lo que tenemos que calcular, entonces, es la probabilidad
de que las dos muestras pueden provenir de la misma distribucién y que la diferencia que
vemos es por varianza en esa poblacién. En otras palabras: queremos saber si dos muestras
con la diferencia observada (z; — #5) podrian tener provenir de la misma poblacién.

Si sacamos un numero significativo de muestras de una misma poblacién la media de estas
muestra va a tener una diferencia con la media de la poblacién, en algunos casos mas altos y
en otros mas bajos. Usamos este conocimiento para calcular el error estandar:

SE = 7 (7.1)

De la misma manera existe un error estandar de diferencias entre medias (SED por sus siglas
en ingles).

!Este requerimiento puede obviarse en algunos casos, sobre todo tenemos muestras grandes.
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Definicién 7.1 (Error estandar de diferencia entre medias).

SED = \/O'%/Nl + 02 /N,

donde:

e 0} y 03: las varianzas de las poblaciones 1y 2
e N; v N,: es el nimero de observaciones en cada muestra.

Al igual que con el error estandar, a menudo desconocemos la varianza de la poblacién, por lo
cual lo estimamos de la muestra y la formula es la que vemos en la definicién 7.2

Definicién 7.2 (Error estandar de diferencia entre medias estimado de muestras).

donde:

o 2y s3: las varianzas de las muestras 1y 2
e N, y N,: es el nimero de observaciones en cada muestra.

Vimos en la seccién 5.3que para muestras relativamente pequetnias (N<30) la distribucién de
la muestra tiende a la distribucién ¢ de Student. Podemos valernos de esto para calcular
la probabilidad de que nuestro SED esté en el rango requerido aplicando la formula de la
definicion.

Definicién 7.3 (Prueba de t).
)
SED

Si aplicamos la férmula de la definicién 7.3 nos sale un valor que podemos comparar con los
valores criticos de la tabla del apéndice A para determinar si rechazamos H,, o no.
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Ejemplo 7.1 (Prueba t).

Volvemos ahora a nuestros datos de notas de dos grupos de estudiantes con diferentes meto-
dologias pedagogicos. Queremos saber con un nivel de significanza de 0,05 si existe diferencia
entre la media de los dos grupos. Nuestras hipdtesis nula y alternativa son entonces:

Hy:pg = pp,

Hy:pg # pp-

Los datos son:

Grupo A: {15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17, 13, 14, 13,
15,17, 19, 17, 18, 16, 14} y

Grupo B: {11, 16, 14, 18, 6, 8, 9, 14, 12, 12, 10, 15, 12, 9, 13, 16, 17, 12, 8, 7, 15, 5, 14, 13, 13,
12, 11, 13, 11, 7}.

La media y desviacién estandar:

Grupo A:
x4 = 14,933
s =2,490
N =30

Grupo B:
x=11,77
s = 3,308
N = 30.

Aplicando la férmula de la definicion 7.2 obtenemos:

SED = \/s2/ N, + 52/ N, = /2,4902/30 + 3,3082/N, = 0,756

y podemos calcular el valor de t aplicando la formula de la definicién 7.3

@y — @, 14.933 11,766

t = = =4,188.
SED 0,756 , 188

Si buscamos este valor en el [apéndice sec-distribucion-t-appendix] para 29 grados de libertad
(N-1), vemos que debemos rechazar H;, y concluir que existe una diferencia estadisticamente
significativa entre las dos muestras. Tenemos razén de creer que el método pedagogico influye
en los resultados finales de los estudiantes.
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Ejemplo 7.2 (Prueba t en R).

Si no queremos hacer todos estos calculos a mano podemos hacerlos en R usando la funciéon
t.test. Toma como pardmetros las dos muestras que queremos comparar.

Grupo.A
Grupo.B

c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17,
c(11, 16, 14, 18, 6, 8, 9, 14, 12, 12, 10, 15, 12, 9, 13, 16, 17, 12, 8, 7, 15,

t.test (Grupo.A,Grupo.B)

#>

#> Welch Two Sample t-test

#>
#> data:

Grupo.A and Grupo.B

#> t = 4.1887, df = 53.88, p-value = 0.0001046
#> alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O

#> 95 percent confidence interval:
#> 1.650905 4.682428

#> sample estimates:

#> mean of x mean of y

#> 14.93333

11.76667

Vemos que el test nos devuelve ademés un valor de p mas preciso.

7.2 Prueba de Shapiro-Wilks

En la seccién 4.3 mencionamos que existen algunas maneras de estimar si una variable tiene una
distribucién normal o no. Nos basamos sobre todo en la forma de los poligonos de frecuencias
(figura 2.1). Ahora vamos a introducir un test més formal de normalidad.

El test de Shapiro- Wilks plantea la hipétesis nula que una muestra proviene de una distribu-
cién normal. Elegimos un nivel de significanza, por ejemplo 0,05, y tenemos una hipdtesis
alternativa que sostiene que la distribucién no es normal.

Tenemos:

H,: La distribucién es normal

H,: La distribucién no es normal,

o més formalmente aun:

Hy: X ~ N(,0%)
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H,: X % N(u,0?).

Ahora el test Shapiro-Wilks intenta rechazar la hipétesis nula a nuestro nivel de significanza.
Para realizar el test usamos la funcién shapiro.test en R:

Ejemplo 7.3 (Test de Shapiro Wilks en R).

Grupo.A = c(15, 12, 11, 18, 15, 15, 9, 19, 14, 13, 11, 12, 18, 15, 16, 14, 16, 17, 15, 17,

shapiro.test (Grupo.A)

#>

#> Shapiro-Wilk normality test
#>

#> data: Grupo.A

#> W = 0.97032, p-value = 0.548

Grupo.B = c(11, 16, 14, 18, 6, 8, 9, 14, 12, 12, 10, 15, 12, 9, 13, 16, 17, 12, 8, 7, 15,

shapiro.test (Grupo.B)

#>

#> Shapiro-Wilk normality test
#>

#> data: Grupo.B

#> W = 0.97636, p-value = 0.7227

Vemos que en ambos casos el valor de probabilidad (p) es muy superior a nuestro nivel elegido
(0,05), por lo que no rechazamos la hipdtesis nula.

En el caso de los ejemplos 7.1 y 7.2 ya obramos bajo la premisa de que las variables tenian
una distribucién normal, pero generalmente conviene realizar el test Shapiro-Willks antes de
decidir qué prueba estadistica vamos a usar. Si rechazamos H, es decir si no concluimos que
la distribucién sea normal, no deberiamos usar un test paramétrico.
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7.3 Prueba de Fisher

Al inicio del capitulo también vimos que uno de los requisitos para que una prueba estadistica
paramétrica sea valida es que las varianzas sean de similar magnitud. Para ello también existe
un test, el test de Fisher? que plantea las hipétesis:

L2 _ 2
Hy: o1 =03,
.2 2
Hy: 01 # 05

Sin entrar en mucho detalle tedrico, en R hay una funcidon var.test para este propédsito. La
funcién toma dos argumentos: los dos conjuntos de datos que queremos comparar.

Ejemplo 7.4 (Realizar la prueba de Fisher en R).

var.test(Grupo.A, Grupo.B)

#>

#> F test to compare two variances

#>

#> data: Grupo.A and Grupo.B

#> F = 0.56675, num df = 29, denom df = 29, p-value =
#> 0.1321

#> alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
#> 95 percent confidence interval:

#> 0.2697517 1.1907335

#> sample estimates:

#> ratio of variances

#> 0.5667472

Vemos que el valor de probabilidad p es mayor a nuestro nivel de significanza (p < 0,05), con
lo cual no rechazamos H y concluimos que las varianzas son relativamente similares.

2tambien: «F-test»
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7.4 Prueba t para muestras pareadas

En los ejemplos 7.1 y 7.2 teniamos dos grupos de estudiantes de dos cursos distintos, pero
en muchos tenemos observaciones pareadas o datos interdependientes. Esto es muy tipico de
investigaciones experimentales en los que medimos la variable dependiente antes y después® de
cambiar la variable independiente. Si, por ejemplo, queremos investigar el efecto de la cafeina
sobre el pulso sanguineo podriamos obtener una muestra de personas y tomarles el pulso antes
y después de hacerles tomar una taza de café.

En este sacamos las diferencias entre las dos medidas y comparamos estas diferencias con la
distribuciéon teodrica. La férmula esta en la definicion 7.4.

Definicién 7.4 (Prueba t para muestras dependientes).

1
w]

t =

B

donde:

o Xp: media de las diferencias
e sp: la desviacién estandar de las diferencias
e n: nimero de pares de observaciones.

Lo que nos va a decir la prueba t en este caso es si la diferencia es significativamente diferente
a cero: Si la variable independiente no tiene efecto entonces deberia dar lo mismo medir antes
o después. Las hipotesis planteadas son, por tanto:

HO:XD:O,
Hl:XD#O.

Ejemplo 7.5 (Prueba t dependiente). En este ejemplo (Shier 2004) vamos a suponer que
tenemos un grupo de veinte estudiantes y queremos investigar el efecto del uso de algin
recurso didactico, por ejemplo un video en YouTube, en su destreza para resolver cierto tipo
de problemas matematicos. Les tomamos un test inicial, pedimos que miren el video y cuando
terminen tomamos otro test. Ahora tenemos dos observaciones de cada estudiante. Calculamos
la diferencia entre ellos. El resultado de todo esto esta resumido en la tabla 7.1.

3también se conoce como «medidas repetidas»
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Cuadro 7.1: Resultados de dos tests de matematicas

Nombre  Antes Después Diferencia

Manuel 18 22 4
Miguel 21 25 4
José 16 17 1
Antonio 22 24 2
Dolores 19 16 -3
Manuela 24 29 5
Pedro 17 20 3
Lucia 21 23 2
Cecilia 23 19 -4
Juan 18 20 2
Paula 14 15 1
Francisco 16 15 -1
Angel 16 18 2
Soledad 19 26 7
Luis 18 18 0
Cristina 20 24 4
Laura 12 18 6
Carlos 22 25 3
Carmen 15 19 4
Javier 17 16 -1

La media de las diferencias es 2.05 con una desviacion estdndar de 2,837. Entonces tenemos:

X, 2,05
t=52 = S = 3,231,
Vi Va0

Buscando este valor en la tabla de valores criticos con 19 (N-1) grados de libertad vemos
que si podemos rechazar la hipétesis nula y concluir que hay una diferencia estadisticamente
significativa entre los resultados de los dos tests.

Ejemplo 7.6 (Ejemplo en R).

Para reproducir en R lo que hicimos en el ejemplo 7.5 tenemos que tener sumo cuidado con
el ingreso de los datos. Ya que hay dos observaciones por estudiante lo més conveniente es
ponerlos en un data.frame. Vamos a incluir los nombres de los estudiantes, si bien no son
necesarios para el clculo sirve mantener la referencia para poder verificar el correcto ingreso de
los datos con los tests. Vamos a ingresar los datos a mano aunque en la practica seguramente
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se leyera de un archivo externo de R. Usamos la funcién t.test con un pardmetro adicional
paired=TRUE para avisar que son datos pareados.

#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>
#>

#>
#>
#>
#>
#>

# Ingresamos los datos

datos.pre.post = data.frame(
Nombre = c('Luis', 'Javier', 'Pedro', 'Soledad', 'Manuel', 'Cecilia', 'Cristina', 'Ange
Pre = c(18, 21, 16, 22, 19, 24, 17, 21, 23, 18, 14, 16, 16, 19, 18, 20, 12, 22, 15, 17)
Post = c(22, 25, 17, 24, 16, 29, 20, 23, 19, 20, 15, 15, 18, 26, 18, 24, 18, 25, 19, 1€

# Verificamos la homogeneidad de varianzas
var.test(datos.pre.post$Pre,datos.pre.post$Post)

F test to compare two variances

data: datos.pre.post$Pre and datos.pre.post$Post
F = 0.60329, num df = 19, denom df = 19, p-value =
0.2795
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.238790 1.524186
sample estimates:
ratio of variances
0.6032913

# Verificamos que los datos tienen distribucidén normal
shapiro.test(datos.pre.post$Pre)

Shapiro-Wilk normality test

data: datos.pre.post$Pre
W = 0.98197, p-value = 0.9569

shapiro.test(datos.pre.post$Post)
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#>

#> Shapiro-Wilk normality test
#>

#> data: datos.pre.post$Post

#> W = 0.94235, p-value = 0.2654

# Realizamos prueba t

t.test(datos.pre.post$Post,datos.pre.post$Pre, paired = TRUE)

#>

#> Paired t-test

#>

#> data: datos.pre.post$Post and datos.pre.post$Pre
#> t = 3.2313, df = 19, p-value = 0.004395

#> alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
#> 95 percent confidence interval:

#> 0.7221251 3.3778749

#> sample estimates:

#> mean difference

#> 2.05

Vemos que el resultado tiene significanza estadistica alta (p < 0,01). El calculo de R también
nos da un intervalo de confianza al 95%.

7.5 Prueba de z

Existe también una prueba, llamada de z, que se puede usar para muestras més grandes. Se
basa en el hecho de que cuando las muestras son mas grandes tienden a una distribucién
normal y no una distribuciéon t. Aparte de eso su concepto y mecédnica es similar a la de la
prueba t. Puede aplicarse cuando las muestras tienen més de 30 (N>30) observaciones y la
principal diferencia de que es capaz de detectar diferencias mas pequenas en los datos lo que
reduce el riesgo de un error tipo II.

7.6 Resumen de procedimiento

La figura 7.1 despliega un diagrama de flujo para eligir un test estadistico inferencial.

75



Inicio

Datos

) No Test No
de intervalo o L
, Paramétrico
razén
Si

Muestras No Testde T No
independientes Dependiente
Si
Muestras No Varianza similar y
Grandes (N>30) Variables normalidad
S S

Testde T
Independiente

Figura 7.1: Diagrama de flujo para seleccién de estadistica inferencial
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7.7 Glosario

Error estandar de diferencias entre medias El error estandar calculado sobre la distribucién
de diferencias entre dos muestras. Férmula: SED = \/a?/N; + 02 /N, Equivalente en
inglés: «Standar error of differences (SED)».

Prueba de Fisher Prueba estadistica que nos permite estimar si la varianza de dos muestras
en similar. Equivalente en inglés: «Fisher test».

Prueba de Shapiro-Wilks Prueba estadistica que nos permite estimar en qué medida una
muestra proviene de una distribucién normal. Equivalente en inglés: «Shapiro-Wilks
Test».

Prueba de z Prueba estadistica que nos permite estimar si dos muestras grandes (N>30 para
ambas) provienen de poblaciones diferentes. Equivalente en inglés: «z-test».

Prueba t para muestras independientes Test estadistico que nos indica si la media de dos
muestras tienen mas diferencias de lo que se esperaria si son aleatorias. Férmula: ¢ =
% Funcion relevante en R: t.test. Equivalente en inglés: «T-test for independent
samplesy.

Prueba t para muestras pareadas Test estadistico que nos indica si la media de dos mues-
tras correlacionadas tienen mds diferencias de lo que se esperarfa por razones aleatorias.

Formula: t = ’si—g Funcién relevante en R: t.test. Equivalente en inglés: «T-test for

\/ﬁ
dependent samplesy.
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8 Pruebas no paramétricas

En el capitulo 7 vimos que para usar esas pruebas tenemos que cumplir con algunos requisitos
sobre la distribucién normal de las variables, nivel de medicién y homogeneidad de las varianzas.
Con alguna frecuencia, sin embargo, resulta que nuestros datos no cumplen con alguno de esos
requisitos. Esto se puede dar por la naturaleza de la investigacién, por ejemplo si estamos
investigando un fenémeno que no se puede medir a escala de intervalo o razén; o tenemos
relativamente pocos datos y luego de realizar los test de Fisher y Shapiro nos damos cuenta
de que o la varianza es muy heterogénea o que las variables carecen de distribucién normal.

Por suerte todavia hay esperanza. Existen algunas pruebas estadisticas, llamadas no paramé-
tricas que nos pueden salvar en estos casos. En este capitulo desarrollaremos tres de ellos.

8.1 Prueba U de Mann-Whitney

La prueba U de Mann-Whitney resulta 1til si tenemos dos muestras independientes y queremos
si hay una diferencia en la magnitud de la variable que estamos estudiando, pero no podemos
usar la prueba de t independiente o la prueba de z porque los datos no cumplen con alguno
de los requisitos. Para realizar la prueba U de Mann-Whitney ponemos las observaciones
de las dos muestras en orden ascendiente y asignamos un rango ordinal de manera que 1
corresponde a la observacion de menor magnitud, 2 a la segunda etcétera. Luego nos fijamos
en las diferencias entre las observaciones.

La prueba se basa en una comparaciéon de cada observaciéon de una muestra z; con cada
observacién en la segunda muestra y;. Si las muestras tienen la misma mediana, entones
cada observacion tiene un 0,5 (50%) de chance de ser mayor o menor que la observacién
correspondiente de la otra muestra. Por tanto plantea las hipdtesis:

HO‘P($i>yj):
Hl:P(xi>yj)7£

[T

La prueba U de Mann-Whitney también se conoce con otros nombres: Mann—Whitney—
Wilcoxon, Wilcoxon rank-sum test y Wilcoxon—Mann—Whitney. Por ello estd disponible en R
por medio de la funcién wilcox.test.
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Ejemplo 8.1 (Prueba U de Mann-Whitney en R).

En este ejemplo vamos a suponer que tenemos datos diagnodsticos de cuatro mujeres y cinco
hombres. Todos fueron diagnosticados con diabetes y tenemos la edad a la cual se les descubrié
la enfermedad. Queremos saber si hay diferencia en la edad entre hombres y mujeres. Los
datos son:

Hombres: {19, 22, 16, 29, 24},
Mujeres: {20, 11, 17, 12}.

Hombres = c(19, 22, 16, 29, 24)
Mujeres = c(20, 11, 17, 12)
wilcox.test (Hombres, Mujeres)

#>

#> Wilcoxon rank sum exact test

#>

#> data: Hombres and Mujeres

#> W = 17, p-value = 0.1111

#> alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Vemos que no podemos rechazar H, en este caso.

8.2 Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon

Vimos en la seccién 8.1 que la prueba U de Mann-Whitney puede ser una alternativa a la prueba
de t de Student para muestras independientes (véase la seccién 7.1) cuando los requisitos para
un test paramétrico no se cumplen. Si los datos son pareados tenemos la prueba de los rangos
con signo de Wilcoxon como alternativa a prueba t para muestras pareadas que vimos en la
secciéon 7.4.

La légica de la prueba de los rangos con signo de Wilcoxon es similar a la de la prueba de
t pareada. Si no hay diferencia en el antes y después, por ejemplo, las diferencias entre las
observaciones deberian tender a cero.
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Ejemplo 8.2 (Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon en R).

En este ejemplo vamos a suponer que tenemos un grupo de doce pacientes con artritis y les
damos dos medicaciones distintas para aliviar los sintomas. Pedimos a todos que nos indiquen
cuantas horas de alivio observaron con ambas drogas.

Los datos se observan en la tabla 8.1.

Cuadro 8.1: Eficiencia de dos medicamentos, reportada por los pacientes.

Paciente Droga.A Droga.B

1

O© 00 O U= W -

[
N = O

2,0
3,6
2,6
2,7
7,3
3.4
4,9
6,6
2,3
2,1
6,8
8,5

3,5
5,7
2,9
2,4
9,9
3,3

16,7
6,0
3,8
4,0
9,1

20,9

En R ponemos los datos en un data.frame:

datos = data.frame(

Paciente = c( 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12),

Droga.A = c( 2, 3.6, 2.6, 2.7, 7.3,
2 9

Droga.B = c( 3.5, 5.7, .9, 2.4,

)

E iniciamos nuestros tests:

var.test(datos$Droga.A,datos$Droga.B)

#>

#> F test to compare two variances

#>

#> data: datos$Droga.A and datos$Droga.
#> F = 0.41865, num df = 11, denom df =
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3.4,
.9, 3.3,
B
11, p-value

14.9,
16.7,

6.8,
9.1,

8.5),
20.9)



#> 0.1643

#> alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
#> 95 percent confidence interval:

#> 0.1205199 1.4542635

#> sample estimates:

#> ratio of variances

#> 0.4186498

iBien! No tenemos problemas de varianza.

shapiro.test(datos$Droga.A)

#>

#> Shapiro-Wilk normality test
#>

#> data: datos$Droga.A

#> W = 0.80692, p-value = 0.01124

shapiro.test(datos$Droga.B)

#>

#> Shapiro-Wilk normality test
#>

#> data: datos$Droga.B

#> W = 0.7883, p-value = 0.006919

iUps!, las variables no tienen distribuciéon normal. Entonces no podemos usar la prueba t
pareada, tenemos que probar con Wilcoxon.

Usamos la funcién wilcox.test con el pardmetro extra de paired = TRUE.

wilcox.test(datos$Droga.A, datos$Droga.B, paired = TRUE)

#>

#> Wilcoxon signed rank test with continuity correction

#>

#> data: datos$Droga.A and datos$Droga.B

#> V = 8, p-value = 0.01669

#> alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
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Vemos que el valor p se encuentra debajo de nuestro nivel de significanza (o = 0,05), con lo
cual rechazamos H|, y concluimos que hay una diferencia estadisticamente significativa entre
las dos medicamentos.

.Y si usabamos la prueba t igual?

Si nos hubiéramos olvidado de verificar la conformidad de los requisitos podriamos haber caido
en la prueba t paramétrica, ;qué hubiera pasado?

Veamos:

t.test(datos$Droga.A, datos$Droga.B, paired = TRUE)

#>

#> Paired t-test

#>

#> data: datos$Droga.A and datos$Droga.B
#> t = -2.1465, df = 11, p-value = 0.05498
#> alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
#> 95 percent confidence interval:

#> -4.28706458 0.05373125

#> sample estimates:

#> mean difference

#> -2.116667

Podemos observar que la prueba de t es sensible a la falta de normalidad en nuestras variables
y no logra rechazar H,,.

8.3 Prueba de signos

La prueba de Wilcoxon que vimos en la seccién 8.2 requiere que los datos tengan una escala
de medicién (véase la seccion 1.5) de intervalo. Pero a veces tenemos datos que solo se pueden
medir a escala ordinal como por ejemplo la preferencia por alguna bebida de 1 a 5. En este
caso no es razonable afirmar que la diferencia entre uno y dos es la misma que entre dos y tres,
entonces no podemos tomar en cuenta la magnitud de esas diferencias.

La prueba de signos resuelve este problema convirtiendo la diferencia en una variable trinaria:
puede ser cero, positiva o negativa. La légica del test es similar a la de Wilcoxon, si no
hay un patrén en las observaciones estas diferencias deberian tender a cero. Para realizar un
test de signo debemos primero anotar el signo (positivo, negativo o cero) de todas los pares
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de observaciones que tenemos. Cuando la diferencia es cero se excluye el par del andlisis y
reducimos N acorde a eso. Luego sumamos los positivos por un lado y los negativos por otro
y tomamos el menor le los dos. Este nimero, a menudo significado por una W, de puede
compara con la tabla de valores criticos para el N que quedd, que se puede consultar en el
apéndiceB para N entre 5 y 25.

Cuando N es superior a 25, es decir cuando tenemos veinticinco o mas observaciones que no
sean cero, se puede transformar W en una variable normalizada. Usando la férmula en la
definicién 8.1.

Definicién 8.1 (Normalizar W del test de signos).

N-2xW-1
z =
VN

8.4 Realizar prueba de signos para N>25

En este ejemplo vamos a suponer que hemos preguntado a 150 personas su opinién sobre el
café de dos cafeterias: A y B, de la Ciudad de Buenos Aires. Les pedimos que indiquen en
una escala de 1 a 5 cuanto les gusta cada producto. De ellos cincuenta dan el mismo ranking a
ambos productos, con lo sus opiniones se eliminan del cdlculo. De los restantes cien tenemos 39
que prefieren B y 61 que prefieren A. Tomamos el menor valor (39) y aplicamos la férmula:

N—2xW—1 100—2x39—1 21
VN V100 10

Recordamos que el valor mdgico de la distribucién normal —la regla empirica— es 1,96 para
nuestro nivel de significanza (p < 0,05) y concluimos que existe una diferencia estadisticamente
significativa.

z= =2,1

8.5 ;jCual usar?

En la figura 8.1 podemos ver un diagrama de flujo para eligir un test no paramétrico.
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Figura 8.1: Diagrama de flujo
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8.6 Glosario

Prueba de los rangos con signo de Wilcoxon Prueba estadistica. Alternativa a la prueba t
pareada, cuando los datos no cumplen con los requisitos para pruebas paramétricas.
Funcién relevante en R: wilcox.test. Equivalente en inglés: «Wilcoxon ranked sign
testy.

Prueba de signos Prueba estadistica. Alternativa a la prueba t pareada, cuando los datos
son de escala ordinal. Equivalente en inglés: «Sign-test».

Prueba U de Mann-Whitney Prueba estadistica. Alternativa a la prueba t o prueba z, cuan-
do los datos no cumplen con los requisitos para pruebas paramétricas. Funcién relevante
en R: wilcox.test. Equivalente en inglés: «Mann-Whitney U test».
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9 Prueba de y?

En los capitulos 7 y 8 vimos varios tests estadisticos que nos permiten apreciar la significanza
de diferencias entre dos conjuntos de medidas cuantitativas. Las variables que vimos se median
en escala de razén, intervalo u ordinal. En este capitulo vamos a explorar algunas técnicas que
nos permiten trabajar con variables que no se pueden medir en términos numéricos, sino que
son de tipo «si-o-no»; es decir que son de escala nominal.

En particular vamos a explorar la distribucién de x? de Pearson. y es una letra griega que
suele pronunciarse «ji» (/xi/) y «chi» (/ti)/!.

0.8
0.6 1
> 0.4+
0.2
0.0 : k
0 5 10 15 20 25
X
GL 1 — 2 — 3 — 4 5

Figura 9.1: Distribucién «ji cuadrado» con diferentes grados de libertad.

9.1 Caracteristicas

El test de x? nos permite comparar las frecuencias que observamos con las frecuencias que
esperariamos en base a un modelo tedrico o una hipétesis sobre la distribucién de la variable en

del inglés donde se escribe «chi» y se pronuncia /ka /
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Cuadro 9.1: ?(caption)

A favor En contra

Mujeres 762 468
Hombres 484 477

cuestion. Por cada par de valores observados y esperados calculamos la diferencia y aplicamos
la férmula de la definicién 9.1.

Definicién 9.1 (x?).

donde:

¢ O: la frecuencia observada
¢ E: la frecuencia esperada

Es importante tener en cuenta que x? se calcula usando las frecuencias y no las proporciones.

La hipoétesis nula es que no existe diferencia entre los valores observamos y los valores esperados.
La alternativa es que hay tal diferencia. La forma de la distribucién x?, al igual que la de t,
depende de los grados de libertad que desarrollaremos mas adelante.

9.2 Prueba de independencia o asociacion

Un uso muy frecuente de la prueba de x? es la de probar si dos caracteristicas son indepen-
dientes o tienen una asociacién de manera que las frecuencias elevadas en una de ellas suele
ser acompanado con frecuencias altas en la otra.

Digamos que estamos haciendo una encuesta de opinién y preguntamos a 1230 argentinas y
a 961 argentinos si estan a favor o en contra de la ley del aborto o no. Queremos saber si
en género de la persona estd asociado con esa opinién. Entonces nuestros datos se pueden
desplegar en una tabla 2 por 2.

La hipétesis nula es que no hay asociacion entre las dos variables, es decir que el género de
la persona no se asocia con su opinién politica sobre este tema. Para calcular los valores
esperados tenemos que calcular las sumas de las filas y las columnas y ademads el total de
ellos.
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Cuadro 9.3: Opiniones sobre la ley del aborto.

A favor En contra total

Mujeres 762 468 1230
Hombres 484 477 961
total 1246 945 2191

El valor esperado es la cantidad de las observaciones que caen en cada celda si las distribuimos
proporcionalmente. Esto se calcula multiplicando las sumas de la fila y columna de la celda
respectiva y dividir por el total de las observaciones. Por ejemplo, el valor esperado de mujeres
a favor seria:

1230 x 1246

E= = 4
5101 699, 48

Si calculamos esto para todas las celdas obtenemos:

Cuadro 9.4: Valores esperados: opiniones sobre la ley del aborto.

A favor En contra total

Mujeres 699,49 530,51 1230
Hombres 546,51 414,49 961
total 1246,00 945,00 2191

y con esto podemos calcular las diferencias.

Cuadro 9.5: Diferencias entre valores observados y esperados.

A favor En contra

Mujeres 62,51 -62,51
Hombres -62,51 62,51

y podemos aplicar la férmula en la definicién 9.1:

) (O—E)? 62,522 —62,52% 62,522 —62,522
=3 - +
E 699,49 = 530,51 ~ 546,51 = 414,49

= 29,53.

Podemos comparar este valor con los de la tabla en el Apéndice C para un grado de libertad.
Vemos que rechazamos H, y concluimos que el género si influye en la opinién sobre este tema.
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9.2.1 Grados de libertad

A lo largo de este texto se ha mencionado en algunas ocasiones el término grados de libertad
y hasta ahora no ha sido demasiado complejo calcularlo restando uno del nimero de obser-
vaciones. El concepto de grado de libertad se puede entender si consideramos la tabla 9.3
en la que tenemos una tabla de contingencia 2 x 2. Calculamos en ese caso las frecuencias
marginales que estan el la columna suma. Imaginemos que tenemos la misma tabla con las
frecuencias marginales pero con una sola de las frecuencias observadas. Asi lo hemos hecho en
la tabla 9.6.

Cuadro 9.6: Tabla de contingencia con un solo valor.

A favor En contra total

Mujeres 762 - 1230
Hombres - - 961
total 1246 945 2191

Con este tnico valor podemos rellenar las demas celdas, ya que su contenido estd dato por
la diferencia entre ese valor y los totales marginales. Esto quiere decir que en esta tabla hay
un solo valor que se pueda asignar arbitrariamente, el resto estd dado por este valor. Por ello
decimos que tenemos un solo grado de libertad.

En capitulos anteriores hemos visto que los grados de libertad a menudo son N-1. Podemos
usar un ejemplo sencillo para demostrar por qué tiene que ser asi. Si hacemos un conjunto
de tres nimeros y queremos que la suma sea diez, podemos asignar cualquier nimero en las
primeras dos posiciones, pero cuando vamos a asignar el tercero ya no tenemos libertad de
eligir. Entonces tenemos dos grados de libertad.

Para una tabla de contingencia la féormula general para calcular los grados de libertad es:
(c—1) x (f —1) es decir niimero de columnas menos uno por ntmero de filas menos uno. Si
la tabla es de 3 x 3, tendriamos 4 grados de libertad.

9.3 Prueba de y* en R

En este ejemplo vamos a realizar la misma prueba de x? que fuimos desarrollando en las
secciones anteriores. Podemos usar la funciéon de R chisq.test para realizarla. Toma como
argumento una matriz de datos de las frecuencias.

M <- as.table(
rbind(c (762, 468),
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c(484, 477))
)
# Damos nombre a las columnas y las filas
colnames (M) <- c("A favor","En contra")
rownames (M) <- c("Mujeres","Hombres")

# Verificamos el ingreso de datos

M
#> A favor En contra
#> Mujeres 762 468
#> Hombres 484 477

Como se puede observar, la sintaxis de R no es del todo intuitiva, por lo que siempre conviene
verificar que tenemos los nimeros y nombres correctos antes de proceder con el test.

# Realizamos test de ji-cuadrado
chisq.test (M)

#>

#> Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity
#> correction

#>

#> data: M

#> X-squared = 29.06, df = 1, p-value = 7.019e-08

El valor de p es tan bajo que R lo devuelve en notacién cientifica. La parte e-08 quiere decir que
el niimero es: 0,000000007019, es decir que hay ocho ceros antes de los digitos significativos.

También vemos que el valor de x? que calculé R es distinto al que calculamos a mano, aunque
sea por unas décimas. Esto se debe a que por defecto R hace una correccion de Yates. Yates
descubrié que para una tabla de contingencia 2 x 2 hay un sesgo positivo y propuso una técnica
para contrarrestar el sesgo. Si queremos usar la formula original, y la que usamos para nuestro
calculo a mano podemos agregar el parametro correct = FALSE a la funcion asi:

chisq.test(M, correct = FALSE)
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#>

#> Pearson's Chi-squared test

#>

#> data: M

#> X-squared = 29.53, df = 1, p-value = 5.506e-08

y vemos que R coincide con nuestros calculos.

9.4 Glosario

Grados de libertad Ntumero de valores que se pueda asignar arbitrariamente a un conjunto
manteniendo estable sus propiedades. Equivalente en inglés: «Degrees of freedom».
Prueba de 2 «ji cuadradon Prueba estadistica que nos permite apreciar si dos variables no-

2
minales estdn asociadas. Férmula: x? = > % Equivalente en inglés: «Chi-square
testy.
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10 Correlacion

La correlacion es el area de las estadisticas que estudia la relacién sistemética entre dos o mas
variables e intenta contestar a preguntas como: ;Si sube A va a subir B también? En este
capitulo desarrollaremos algunas técnicas para contestar este tipo de pregunta.

10.1 Visualizacién

El primer paso para estudiar posibles relaciones entre variables es visualizarlos. Si tenemos
dos variables medidas por cada miembro de la poblacién o muestra que estamos investigando
podemos generar un diagrama de dispersion también conocido como scatterplot. En este tipo
de visualizacién cada miembro de la muestra/poblacién esta representado por un punto, y las
coordinadas del punto corresponde a las dos variables que hemos medido, en el eje horizontal
y vertical respectivamente.

El la figura 10.1, vemos que la concentracién de puntos suben de la izquierda a la derecha.
Es decir cuando avanzamos en el eje horizontal avanzamos en el eje vertical también. Es un
ejemplo de una correlacion positiva, como podria ser edad y estatura.

En la figura 10.2 vemos lo contrario, mientras avanzamos en el eje vertical retrocedemos (o
bajamos) en el eje horizontal. Esto se conoce como correlacién negativa.

En la figura 10.3, también vemos correlacién negativa, pero es menos fuerte que en la figu-
ra 10.2.

En la figura 10.4 vemos una correlacién negativa casi perfecta entre las dos variables.
En la figura 10.5 vemos un caso de correlacion inexistente entre las variables en cuestion.

En la figura 10.6 vemos que existe una relacién entre las dos variables, pero que esta no es
lineal.!

Las figuras 10.1, 10.2, 10.3, 10.4, -Figura 10.5] y 10.6 demuestran por qué es preciso graficar
los datos al inicio del andlisis. Nos da una indicacién de si existe una correlacién o no, si es
positiva o negativa y que tan fuerte es. También nos podemos darnos cuenta de patrones en
los datos que no son lineales, como es el caso de los datos en la figura 10.6. Asimismo, a veces
nos encontramos con una correlacién como la que vemos en la figura 10.4. Las correlaciones

'De hecho es cuadratica: y ~ x2.
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Figura 10.2: Correlacion negativa
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que son demasiado perfectas suelen ser un signo de advertencia y podemos preguntarnos si en
realidad son dos variables distintas o si las dos estdn midiendo lo mismo.

Ejemplo 10.1 (Generar diagrama de dispersién en R).

# Generamos datos

datos = data.frame(
x=rnorm(100),
y=rnorm(100)

)
# Graficamos
plot(datos)
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En el ejemplo 10.1 utilizamos la funcién rnorm para generar cien observaciones aleatorias con
distribucién normal y los ponemos dentro de un data.frame. Luego usamos la funcién plot
para graficarlos. Como nuestro data.frame tiene solo dos columnas R entiende que estos son
los datos que queremos graficar. Si el data.frame tiene méas columnas, podemos especificar
los que queremos graficar asi:

plot(datos$x,datos$y)
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10.2 Generar diagrama de dispersiéon en R

Por defecto R viene con algunos data.frames ya cargados, uno de ellos es «trees», podemos
usar la funciéon head para ver las primeras seis filas.

head (trees)

#>  Girth Height Volume

#> 1 8.3 70 10.3
#> 2 8.6 65 10.3
#> 3 8.8 63 10.2
#> 4 10.5 72 16.4
#> 5 10.7 81 18.8
#> 6 10.8 83 19.7

Vemos que tiene tres columnas «Girthy, «Height» y « Volume» (circunferencia, alto y volumen),
los que, por légica, deben tener alta correlacion. Graficamos dos de ellos.

plot(trees$Girth, trees$Volume)
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trees$Girth

Si usamos la funcién plot sin especificar columnas R entiende que queremos ver todas las
combinaciones.

plot (trees)
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Este tipo de visualizacién puede ser til cuando tenemos algunas variables y queremos darnos
cuenta qué correlaciones hay. La visualizacion funciona bien hasta cierto niimero de columnas
—ocho més o menos—, luego se vuelve dificil de leer y por ende de interpretar.

10.3 Coeficientes de correlacion

Para tener una medida cuantitativa precisa de la correlaciéon entre las variables calculamos un
coeficiente de correlacién. A continuacién vamos a tres de ellos, el de Pearson, el de Spearman
y el coeficiente ¢ (de la letra griega que corresponde a f en mindscula — se pronuncia «fi».
Los coeficientes de correlacion se expresan por un nimero con varios decimales entre -1 y 1,
donde -1 y 1 indican correlaciones perfectas, negativas y positivas respectivamente y 0 indica
correlacién nula.

El coeficiente Pearson es adecuado para datos de escala de razon o intervalo, el de Spearman
para datos de escala ordinal y el coeficiente ¢ se usa para datos nominales.

10.3.1 Coeficiente Pearson

Como ya mencionamos, el coeficiente de Pearson es apropiado cuando las variables a com-
parar con de escala de intervalo o razén ya que toma en cuenta la magnitud relativa de las
observaciones.

Si tenemos un conjunto de pares de observaciones podemos representar el primer elemento
del par por z y el segundo por y. Entonces el conjunto de los x van a tener una desviacién
estandar se calcula segin la definicién 3.4, asi:
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De la misma manera y tiene su desviacién estandar:

Oy —y)?
v N—1

Ahora podemos normalizar las variables segtin la definicién 4.1 asi:

8

Y con estos datos podemos calcular el coeficiente segiin la definicién 10.1.

Definicién 10.1 (Coeficiente de correlacion de Pearson).

:szzy
N -1

r
donde:

e > 2.z, Lasuma de los productos? de las dos variables normalizadas.

Existe otra definicion es matematicamente equivalente y que se usa a veces para hacer el cdlculo
a mano:

2¢Producto» en matemética es el resultado de una operacién de multiplicacién. Si multiplicamos 2 x 2 = 4, 4
es el producto.

99



10.4 Coeficiente de correlacion Pearson

N¥zy — XxXy
VINZ2? — (Z2)2} x {NZy? - (Ty)?}

Ejemplo 10.2 (Célculo del Coeficiente de correlacién de Pearson).

En este ejemplo, adaptado de (Butler 1985), vamos a suponer que hemos tomado un examen
de traduccién y otro de comprension de inglés a doce estudiantes. Los resultados de estos
examenes estan en la tabla 10.1.

Cuadro 10.1: Resultados de un examen de traducién (x) y de comprensién (y) de ingles.

Estudiante x vy

17 15
13 13
12 8
14 17
15 16
8 9
9 14
13 10
11 16
14 13
12 14
16 17

© 00 O Ui W N

—_
= O

—_
[\)

Para poder aplicar la férmula vamos a precisar los valores llevados al cuadrado, el producto
de z x y y las sumas de las columnas. Calculandolos obtenemos los datos de la tabla 10.2.

Cuadro 10.2: Resultados de un examen de traducién (x) y de comprensién (y) de ingles.

Estudiante x y x2 y2 xy

17 15 289 225 255
13 13 169 169 169
12 8 144 64 96
14 17 196 289 238
15 16 225 256 240
8§ 9 64 81 72
9 14 81 196 126

N STt W N
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Estudiante x y x2 y2 xy

8 13 10 169 100 130
9 11 16 121 256 176
10 14 13 196 169 182
11 12 14 144 196 168
12 16 17 256 289 272

Sabemos que N=12, pero vamos a precisar las sumas de algunas columnas:

o Y =154
o Yy =162
e Y2 = 2054
o Yy? = 2290
o Yy = 2124.

Aplicamos la férmula:

. NXYzy — XxXy
VANZ2? — (Z2)?} x {NZy? — (Zy)?}
¥

12 x 2124 — 154 x 162
T =
V{12 x 2 054 — 1542} x {12 x 2 290 — 1622}

¢

B 25 488 — 24 948
" /{24 648 — 23 716} x {27 480 — 26 244}
¢
540
V932 x 1236

i
540

V1 151 932

¢
540

r=—-—
1 073,28
(>
r =0,5031
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Ejemplo 10.3 (Célculo del Coeficiente de correlacién de Pearson en R). Si no queremos hacer
todos los calculos del ejemplo 10.2 a mano podemos recurrir a R que con la funcién cor lo
calcula.

# Cargamos datos

datos<- data.frame(
Estudiante = c¢( 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12),
x =c( 17, 13, 12, 14, 15, 8, 9, 13, 11, 14, 12, 16),
y = c( 15, 13, 8, 17, 16, 9, 14, 10, 16, 13, 14, 17)

)

# Llamamos funcidn
cor(datos$x, datos$y)

#> [1] 0.5031258

10.4.1 Coeficiente Spearman

Si una o ambas variables que estamos comparando son de escala ordinal, el coeficiente apro-
piado es el de Spearman. Para calcularlo ordenamos las observaciones de la primer variable de
manera ascendiente y les damos el valor de su orden. Si dos observaciones de la misma variable
tienen el mismo valor, si hay empates, se saca el promedio cual si el empate no hubiera existido.
Hacemos lo mismo para la segunda variable. Calculamos la diferencia entre los rangos para
cada par de observaciones. La correlaciéon Spearman o p de la letra griega r se calcula segin
la definicion 10.2.

Definicién 10.2 (Coeficiente de correlacién de Spearman).

_1 6> d?
P17 NN T)

Imaginamos que pedimos a diez personas que ranqueen en una escala de uno a diez cuanto
les gustaron dos cafeterias de Buenos Aires. Ya que los datos son de escala ordinal, tenemos
que recurrir a Spearman. Usamos la misma funcién cor con un parametro extra: method =
"spearman" para indicar que queremos usar la correlacion de Spearman.

# Cargamos datos

rankings <- data.frame(
Cafe.A = c(7, 6, 4, 5, 8, 7, 10, 3, 9, 2),
Cafe.B = c(5, 4, 5, 6, 10, 7, 9, 2, 8, 1)
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# Llamamos funcidn
cor(rankings$Cafe.A, rankings$Cafe.B, method = "spearman")

#> [1] 0.875

Observamos que hay alto grado de correlacién entre los ranking de los dos cafés.

10.4.2 Coeficiente ¢

Si las dos variables en cuestion son nominales la pregunta se reduce a: ;Si observamos la pro-
piedad A es probable que observemos también B? Si estamos trabajando con datos educativos
la pregunta podria ser ;Si el estudiante responde correctamente el 1 {tem, es probable que
también acierte el 2°7 Esto se puede representar en una tabla 2 x 2 como la que vemos en la
figura 10.7.

Variable 2 Variable 1
— +

+ A B
- C D

Figura 10.7: Tabla de contingencia dos por dos

En esta tabla las celdas A, B, C y D son las frecuencias de las observaciones. Por ejemplo A
seria el nimero de estudiantes que acertaron el 1° pero no el 2°. B la frecuencia de estudiantes
que pasaron ambos items y asi sucesivamente. La correlacién entre las dos variables se puede
medir aplicando la formula de la definicién 10.3.

Definicién 10.3 (Coeficiente de ¢).
BC — AD
V(A+B)x (C+D)x(A+C)x (B+D)

¢ =
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Deberia quedar claro que el coeficiente ¢ esta estrechamente relacionado con la prueba de x?
que vimos en la definicién 9.1. De hecho se relacionan mateméaticamente:

¢ =VX?/N & x> =N x ¢*.

Por tanto la significanza de ¢ se puede obtener por medio de la conversién a x?2.

10.5 Interpretaciéon de correlaciones

Es muy importante entender que una correlacion, incluso alta, entre dos variables no quiere
decir que la relacién entre ellas es de causa y efecto. Si hacemos una muestra en la escuela
secundaria y medimos estatura, por un lado, y nivel de inglés por otra, es bastante probable
que encontremos una correlacion muy fuerte entre las dos variables. Pero deberia estar claro
que ni la estatura causa conocimientos de inglés ni tampoco lo contrario. Lo que claramente
pasa es que mas edad los estudiantes tienen mas estatura y han cursado més niveles de inglés.

Saltar a conclusiones sobre causalidad basadas en correlaciones es tal vez el error estadistico
méas frecuente en la literatura tanto académica como periodistica. Nunca hay que olvidar
que una correlacién significativa solo nos dice que existe una relacién matemdtica entre dos
variables. No nos indica cémo interpretarla ni mucho menos sobre sus causas y efectos.

10.6 Glosario

Coeficiente ¢ «fin. Coeficiente que da cuenta de la correlacion entre dos variables nominales.

Férmula: ¢ = N(EETEIE Cﬁ %;XA(IIL ST Funcion relevante en R: chi.test. Equivalen-
te en inglés: «Phi correlationy.

Coeficiente de correlacion de Pearson Coeficiente que da cuenta de la correlaciéon entre dos
variables. Férmula: r = % Funcién relevante en R: cor. Equivalente en inglés:
«Pearson coefficient».

Coeficiente Spearman Coeficiente que da cuenta de la correlaciéon entre dos variables cuando
una o ambas de ellas son de escala ordinal. Féormula: p =1 — 1\3]%:72{21) Funcién relevante
en R: cor. Equivalente en inglés: «Spearman coefficienty.

Correlacion negativa Relacion entre dos variables que muestra que si una aumenta la otra
disminuye. Equivalente en inglés: «Positive correlation».

Correlacion positiva Relacion entre dos variables que muestra que ambas aumentan o dismi-

nuyen simultdneamente. Equivalente en inglés: «Positive correlationy.
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A Distribucion t

La tabla que sigue despliega los valores criticos de la distribucién t para diferentes niveles de
significanza y grados de libertad (GL). Los niveles de significanza indican un test no direccional.
Para una prueba unidireccional se usard el nivel inmediatamente superior.

Cuadro A.1: Valores criticos de t por nivel de significanza y grados de libertad.

Grados p< 020 p<0,10 p<0,05 p<0,02 p<0,01

1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
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Grados p< 0,20 p<0,10 p<0,06 p<0,02 p<0,01

29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
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B Valores criticos del test de signo

La tabla B.1 muestra valores criticos de W para diferentes valores de N. Para que sea signifi-
cativo W tiene que ser menor o igual al valor.

Cuadro B.1: Valores criticos de W en el test de signo por N.

N 0,05 0,025 0,01
5 0 _ ;
6 0 0 -
70 0 0
8 1 0 0
9 1 1 0
10 1 1 0
11 2 1 1
12 2 2 1
13 3 2 1
14 3 2 2
15 3 3 2
16 4 3 2
17 4 4 3
18 5 4 3
19 5 4 4
20 5 5 4
21 6 5 4
22 6 5 5
23 7 6 5
24 7 6 5
25 7 76
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C Distribucién y?

La tabla que sigue despliega los valores criticos de la distribucién x? para diferentes nive-
les de significanza y grados de libertad (GL). Los niveles de significanza indican un test no
direccional.

Cuadro C.1: Valores criticos de 2 por nivel de significanza y grados de libertad.

GL p<0,20 p<0,10 p<005 p<0,02 p<0,01 p<0,001

1 1,642 2,706 3,841 5,024 6,635 10,828
2 3,219 4,605 5,991 7,378 9,210 13,816
3 4,642 6,251 7,815 9,348 11,345 16,266
4 5,989 7,779 9488 11,143 13,277 18,467
5 7,289 9,236 11,070 12,833 15,086 20,515
6 8,558 10,645 12,592 14,449 16,812 92,458
7 9,803 12,017 14,067 16,013 18,475 24,322
8 11,030 13,362 15507 17,535 20,090 26,124
9 12,242 14,684 16,919 19,023 21,666 27,877
10 13442 15,987 18,307 20,483 23,209 29,588
11 14,631 17275 19,675 21,920 24,725 31,264
12 15,812 18,549 21,026 23,337 26,217 32,909
13 16,985 19,812 22,362 24,736 27,688 34,528
14 18,151 21,064 23,685 26,119 29,141 36,123
15 19,311 22,307 24,996 27,488 30,578 37,697
16 20,465 23,542 26,296 28,845 32,000 39,252
17 21,615 24,769 27,587 30,191 33,409 40,790
18 22,760 25,989 28,869 31,526 34,805 42,312
19 23,000 27,204 30,144 32,852 36,191 43,820
20 25,038 28,412 31,410 34,170 37,566 45,315
21 26,171 29,615 32,671 35479 38,932 46,797
22 27,301 30,813 33,924 36,781 40,289 48,268
23 28,429 32,007 35,172 38,076 41,638 49,728
24 29553 33,196 36,415 39,364 42,980 51,179
25 30,675 34,382 37,652 40,646 44,314 52,620
26 31,795 35563 38,885 41,923 45,642 54,052
27 32,912 36,741 40,113 43,195 46,963 55,476
28 34,027 37,916 41,337 44,461 48,278 56,892
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GL p<020 p<010 p<005 p<002 p<0,0l p<0,001

29 35,139 39,087 42,557 45,722 49,588 58,301
30 36,250 40,256 43,773 46,979 50,892 59,703
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